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INTRODUCÇlO 



CAPITULO I 

Tlxeoria cios nixrtxei^os in^acionaes, 
cios iixxro.ex*os negativos e cios mj.ixieros irmagiULarios. 

riegi?as pax^a o sexi caloiilo. 

I 

Caracteres das operações da Aritliiiietica e da Álgebra (^) 

1. Os números inteiros e os números fraccionarios, cujos numeradores e denominadores 
são números inteiros, constituem a classe dos números racionaes^ que podem ser positivos ou 
negativos. O estudo dos números racionaes positivos é o primeiro objecto da Arithmetica. 
Ahi são definidos, assim como as operações numéricas, e alii são estudadas as propriedades 
fundamentaes d'estas operações. 

Em seguida, na x^lgebra, em logar de números consideram-se letras que os representam, 
e defínem-se as operações algébricas pelas leis fundamentaes das operações arithmeticas, 
isto é, da maneira seguinte: 

l.'' Addição dos números representados pelas lettras a e 5 é a combinação unívoca (de 
resultado único) d'estes números, cujas leis fundamentaes são: 

1) a-\-ò = h -\- a^ (lei commutativa) 

2) (a + Z)) 4- c = (a + c) + 6, (lei associativa) 

3) a + = a. 



(1) A tlieoria geral das operações, consideradas como combinações de números ou objectos, foi estudada 
por Grassmann nos seus Ausdehnungslelire (Leipzig, 1844), por Hankel na sua Tlieorie der complexen Zahl- 
systeme (Leipzig, 1867), etc. 

VOL. III A 



Hosted by 



Google 



2.° Subtracção é a operação inversa da addição. 

3.° MuUij)Kcação é a combinação univoca dos números, representados pelas lettras a e h^ 
<íaracterizada pelas leis: 

1) ab==la, (lei commutativa) 

2) (ab)c = [ac)h^ (lei associativa) 

3) (a -\- h) c =^ ac -\- &c, (lei distributiva.) 

4) axO^O, a X 1 = a. 

4.^ Divisão è a operação inversa da multiplicação. 

5.^ Elevação a potencia é a multiplicação de factores eguaes. 

6.^ Extracção de raiz é a operação inversa da elevação a potencia. 

Reflectindo um pouco sobre o que se aprendeu na Arithmetica, é fácil de ver que o cal- 
culo arithmetico é principalmente fundado nas leis fandamentaes precedentes, na propriedade 
que têera as operações de darem resultados eguaes quando se substituem a e Z> por quanti- 
dades eguaes e nas leis fundamentaes das egualdades: a = a'^ de a = h resulta b = a] de 
a = b e b = c resulta a = c. 

Duas das operações precedentes, a subtracção e a extracção de raiz, não são sempre pos- 
síveis, quando se usa somente dos números racionaes positivos. Para não ter porém de separar 
os casos em que estas operações são ou não são possíveis, introduzem-se novas espécies de 
números e generalizam- se as definições das operações, tendo sempre em vista que se con- 
servem as propriedades fundamentaes que vimos de indicar, e que as novas definições levem 
aos mesmos resultados que as antigas, quando se applicam aos números para os quaes estas 
foram primeiramente estabelecidas. Foi o que se viu na Arithmetica, onde apparecerara os 
números irracionaesj, e na Álgebra, onde appareceram os números negativos e os números 
imaginários. Aqui vamos recordar succintamente a theoria doestas três espécies de números. 



II 

Tlieoria dos iiiimeros irracionaes (^) 

2. Consideremos um grupo composto de uma infinidade de números racionaes, positivos 
e cres3entes, 

ai, «2, . . .? ««, ... 



(^) A theoria dos números irracionaes foi tratada primitivamente debaixo de uma forma geométrica. 
Occuparam-se da theoria arithmetica dos mesmos números, á qual se tem dado diversas formas, Weierstrass 
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e outro grupo composto de uma infinidade de números racionaes, positivos e decrescentes, 

e supponhamos que os números do primeiro grupo são todos menores do que os números do 
segundo, e que a differença hn — a^ pôde tornar-se tão pequena quanto se queira, dando a n 
um valor sufficientemente grande. 

Se existe um numero racional maior do que os números do primeiro grupo e menor do 
que os do segundo grupo, este numero ó completamente determinado pelos dois grupos. Com 
eíFeito, se existissem dois números A e B que satisfizessem a esta condição, estes números 
deveriam estar compreliendidos entre h^ e a„, e seria, por maior que fosse ?i, 

o que ó absurdo, visto que a difí!*erença 5,^ — a^^ pode tornar-se tão pequena quanto se queira^ 
dando a n um valor sufficientemente grande. 

Se porém não existe numero algum racional maior do que os números do primeiro grupo 
e menor do que os do segundo, diz-se, por definição, que os dois grupos estão separados por 
um numero irracional. Como, neste caso, qualquer numero racional differente dos precedentes 
é menor do que um valor de a„ ou maior do que um valor de S^j, vê-se que cada, numero irra- 
cional divide a totalidade dos números racionaes em dois grupos, taes que os números do 
primeiro grupo são todos menores do que os do segundo grupo. Os números do primeiro 
doestes grupos dizem-se menores e os do segundo maiores do que o numero irracional consi- 
derado. 

Dois números irracionaes A e B dizem-se eguaes quando todos os números racionaes me- 
nores do que A são também menores do que B e todos os números racionaes maiores do que 
A são também maiores do que B. 

Diz-se que A é maior do que B, ou que B é menor do que A, quando existe algum nu- 
mero racional maior do que B e menor do que^A. 

3» Definamos agora as operações sobre números irracionaes. 



no seu curso na Universidade de Berlin, Méray em um trabalho publicado na Bevue des sociétés savantes 
(Paris, 1869), Gr. Cantor em artigos publicados nos Matliematische Annalen (Leipzig, t. v e t. xxi), Dedekind 
em um trabalho intitulado Stetigheit und irracionale ZaJilen (Brunswick, 1872), Tannery na susl Iniroduction 
à la théorie des fonctions (Paris, 1886), Capelli em um artigo publicado no Giornale di Mathematiclie (Napoli, 
1897) e nas suas Istituzioni di Analisi algébrica (ISTapoli, 1902), etc. A theoria de Weierstrass pode ver- se 
em um trabalho publicado por Pincherle no t. xviii do Giornale di Matematiche. 
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1.^ Sejam dados dois números racionaes ou irracionaes A e B, determinados pelos grupos 

l a-l, «2, . . .5 <^w; • • • 

l «1, as, , . . , a,i, . . . 
( O15 02, . . ., ^„, . . ., 

e formemos o grupo de números crescentes 

ai + ai, a2 + ag, . . . , a^ + a^, . . . 
e o grupo de números decrescentes 

61+6Í, 62 + &2J . . -5 ^n + ^n, • • • 

Como os números do primeiro d'estes grupos são menores do que os do segundo, e como 
a differença entre l>n-\-^n ^ <^íu + <^n pode tornar-se tão pequena quanto se queira, dando a n 
um valor suííicientemente grande, estes grupos determinam um numero racional ou irracional^ 
que os separa, o qual se chama somma dos números dados. 

Para justificar esta definição, notemos em primeiro logar que, se os números dados A e B 
forem racionaes, os grupos que vimos de formar determinam o numero racional A + B, visto 
que este numero os separa. 

Notemos em seguida que a somma dos números A e B, como vimos de a definir, goza 
das propriedades fundam entaes indicadas no n.® 1, como é fácil de verificar. 

Assim, por ser 

«w + «w = «w + <^«j in + Vn = &« + 6nj 

vê-se que os grupos de números que determinam A + B coincidem com os que determinam 
B + A, e que temos portanto A + B = B + A. 
Do mesmo modo, por ser 

{an + a;) + a;; = (a^ + 4) + ãn, 

(5n + 6n) + K = Q>n + K) + ^nj 

(ai', ag, , . .)j (&i', Sa, . . .) sendo os grupos que determinam um terceiro numero C, temos 

(A + B)+C = (A + C) + B. 
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2.^ Consideremos ainda os números A e B e seja A>B. Demonstra-se, procedendo como 
no caso anterior, que os grupos 

úi — &í, «2 — &2, . . . 5 a^ — SJi, ... 
6i — «j, ò^ — ag, . . . , 6^ — a^, ... 

determinam um numero racional ou irracional. A este numero chama-se ãifferença dos nú- 
meros dados, e representa-se por A — B. E fácil, com eífeito, de ver que da sua somma com 
o numero B resulta um numero egual a A. Para isso, basta notar que esta somma é deter- 
minada pelos grupos 

«1 — 6i + «'l, . . . , Cí^ — ^n + %.j ••• 

h — ci'i + h\^ . . . , 6„ — a^ + 5^, . . . , 

e que, sendo a um numero racional qualquer, menor do que esta somma, temos (para um 
valor de n suficientemente grande) 

e que, sendo a maior do que a mesma somma, t^mos 

a>hn — an + K>hn>A] 
portanto, em virtude da definição de egualdade, é 

(A-B) + B=:A. 
3.^ Chama-se proãucto dos números A e B ao numero definido pelos grupos 

íZl Ctl, CZ2 í^2, . . . , íín ^í2? • • • ? 

bi b'ij b<^b'^j . . . , bn Vn-i • • • 

Para justificar esta definição, é necessário demonstrar que estes dois grupos determinam 
um numero racional ou irracional, e, para isso, basta attender a que a,i% cresce e 5„ò^ de- 
cresce, quando n augmenta, a que temos b„b'^'> a^^a^^ quaesquer que sejam os valores de n 
e m, e a que da desegualdade 

5„ V„ — a^al = b„ {b\, — <) + d^ (5„ — a„) < b, (&; — «;) + b\ (b, — a J 

resulta que a differença 5„ b'„ — «„ a^ se pode tornar tão pequena quanto se queira, dando a n 
valores suíficien temente grandes. 
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É fácil demonstrar que o producto, assim definido, satisfaz ás leis fundamentaes da mul- 
tiplicação, mencionadas no n.^ 1 . 

4.^ Consideremos agora os grupos 



«i 


«2 


a„ 


hV 


&;' •• 


•' K' 


à, 


è, 


h„ 



O primeiro composto de números que crescem com n^ o segundo composto de números que 
decrescem com n e são superiores a todos os do primeiro grupo. Por meio da desegualdade 

6„ a„ 6„ h\^ — ú5„ a,', 6„ h\, — a„ d,, 



«1 K ctnK ^'i 

e da desegualdade anterior, vê-se que a differença -4- — 77^ ^^ pode tornar tão pequena quanto 

se queira, dando a n valores sufíicientemente grandes. Logo estes grupos definem um numero, 
racional ou irracional^ que se chama quociente dos números A e B. 

Para mostrar que o producto da multiplicação do numero que vem de ser definido pelo 
numero B, definido pelos grupos (2), é egiíal ao numero A, definido pelos grupos (1), basta 
attender a que este producto é determinado pelos grupos 

(Jj \ , Cín , Ct., , 

-^ 61, —62, . . ., -7-6„, .. ., 

e a que, se a representar um numero racional qualquer, temos, para um valor de ?z suíficien- 
temente grande, quando a é inferior ao referido producto 

a^jra„< a„ < A; 

e, quando a é superior ao mesmo producto, 

= ò. 



-^ a, 



-^ò;.>5„>a. 



5.^^ Chama-se potencia do grau m do numero irracional A ao producto de m factores 
eguaes a A. Os grupos que a determinam são pois 

^1 7 "2 j • • • ; <^;í ; • • • J ^1 ) f^2 J • • • J f^n J • • • 
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6.^^ Chama-se raiz de Índice m do numero A ao numero que elevado á potencia m dá A. 
Adeante veremos que existe sempre um numero positivo que satisfaz a esta condição. 

4. Para completar a theoria das operações sobre números irracionaes, que vem de con- 
siderar-se, é ainda necessário mostrar que o valor da somma, producto, etc. dos números A 
e B não varia quando se substituem os grupos de números empregados para os determinar 
por outros que definam números eguaes a estes. 

Sejam A, B, C e D quatro números determinados pelos grupos 

«], «2, . . . j a„, * * * f ^^' ^^^5 * ' ' ' ^"' * * * ( 



Cl, Co, 



• 7 So • • • / ^1, ^2? • • • ? ^n? 



e seja A = C, B = D. A somma dos números A e B é determinada pelos grupos 

a^ + a',, «2 + 4, • • • j ^'. + ««j • . • ) 

^í + ^1, ^2+^2, • •., S«+ &», • • . 1 

e a somma dos números C e D pelos grupos 

Cl + c',, C2 + C2, . . .; c,, + cl, . . . ] 

CÍi + (ij, C^2 + <^2J • • • J <^H + «^l, • • • ) 

Para mostrar que estas sommas são eguaes, notemos que das egualdades A = C e B = D 
resulta, quaesquer que sejam os valores de m e 72, 

a^ < d^^ a,', < d^^ 5„ > c^, h\, > c,^. 

Sendo pois a um numero racional, menor do que A + B, existirá um valor de n tal que 
será, qualquer que seja m] 

c( ^ a„ + a,', < (i^ + c^l^, 
e portanto c(<C + D; e, sendo a maior do que A + B, 

e portanto a>C + D. Logo, em virtude da definição de egualdade, temos a relação 

A + B = C + D. 



Hosted by 



Google 



Do mesmo modo se procede no caso das outras operações. 

Como consequência do que precede pode mostrar-se que, se for A>B e C^D, temos 
A + C>B + D. Da definição de subtracção resulta, com effeito, que existem dois números 
K e K' taes que A = B + K e C = D + K'; portanto temos a egualdade 

A + C^B + D + K + K^ 

da qual se deduz a desegualdade que se pretende demonstrar. 

E fácil estender aos números irracionaes todas as outras propriedades das desegualdades 
que têem logar no caso dos números racionaes. 

5« A theoria precedente abrange os números irracionaes a que se foi conduzido em 
Arithmetica pela extracção das raizes. Assim, por exemplo, i/A, quando não é egual a um 
numero racional, representa um numero irracional que separa o grupo de números raciunaes, 
que se obtêem extrahindo a raiz quadrada a A pelo processo ensinado na Arithmetica, levando 
a approximação successivamente até ás decimas, centésimas, etc, 



do grupo de números 



mi m^ m3 m^ 

HT' IÕ2"' lõ^"' ;••' ~W 



mi 4-1 W2 + 1 W3 + 1 mn + 1 

~lõr"' '"To2~' ~Tõ3~' • • • ' "TcF"' • 



Os quadrados dos números do primeiro grupo e dos números racionaes inferiores a estes 
são menores do que A, e os quadrados dos números do segundo grupo e dos números racio- 
naes superiores a estes são maiores do que A; porisso \/ A separa os números racionaes cujos 
quadrados são menores do que A d'aquelles cujos quadrados são maiores do que A. 

E fácil de ver que o numero irracional assim definido goza da propriedade fundamental 
de ser o seu quadrado egual a A. Elevando com eífeito ao quadrado o numero determinado 
pelos grupos anteriores, vem o numero definido pelos grupos (n.^ 3-5,^) 



TO? m\ 


< 


10' ' 10*' ■' 


■ JJQ2„5 ••• 


(mi +1)2 {m^ + iy 


K + 1)^ 



mas os números do primeiro grupo são todos inferiores a A e os do segundo grupo são su- 
periores a A; logo estes grupos determinam o numero A. 

Do mesmo modo se consideram as raizes de Índice superior a 2. 
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6. Consideremos agora o grupo de números crescentes 

Vi^ t'25 . . .5 Vn^ , . . 

e o grupo de números decrescentes, maiores do que os anteriores, 

e supponhamos que estes números sao irracionaes e que a differença w^ — v^ pode tornar-se 
tão pequena quanto se queira^ dando a n um valor suficientemente grande. Vamos mostrar 
que, para os separar, não é necessário introduzir uma nova espécie de numeroS; pois que os 
separa um numero racional ou irracional. 
Seja, com effeito, 

«1, 6/2, .... «nj • • • 

um grupo de números racionaes crescentes e 

&i? &2, . . •, iu', • • • 

um grupo de números racionaes decrescentes, que se formem tomando um numero racional 
entre cada par de números successivos dos grupos anteriores. Como % e 6;i estão compre- 
hendidos entre v^ e lo^^ temos 

e porisso os últimos grupos de números determinam um numero racional ou irracional c, que 
os separa. Este numero não pode ser inferior aos números i?j, v%^ . . ., porque se fosse G<Cvn^ 
teríamos c<a„, o que não pôde ter logar, e, por motivo análogo, não pôde ser superior aos 
números ^t?l, 10^2 . . .; logo separa estes dois grupos. 

?• Como consequência da doutrina que precede, podemos agora, completando o que se 
disse no fim do n.'^ 3, determinar v^A, quando A é irracional. 
Consideremos, para isso, o grupo de números crescentes 

e o grupo de números decrescentes, superiores aos do primeiro grupo, 

7èi, Vhi . . ., V^nt • • • 
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Elevando á potencia m os dois membros da identidade 



vem 



K = Cln + m Ç\/hn — 7an) (VcinT' ^ + • - 5 

^ portanto, temos 
o que dá 



, «/ \m—í 






Vê-se, por meio d'esta desegualdade, que a diíferença entre os termos da ordem n dos dois 
grupos considerados se pode tornar tão pequena quanto se queira, dando a n valores sufficien- 
temente grandes. Logo os dois grupos determinam um numero racional ou irracional. 

Para mostrar que o numero que vem de ser obtido, elevado á potencia m, dá A, basta 
applicar aos grupos que o determinam a regra dada no n.^ 3-5.° 

8o Representação geométrica dos números irracionaes. Convém recordar que os números 
irracionaes que, em Geometria elementar, a medição dos segmentos de recta incommensu- 
raveis com a unidade levou a considerar, coincidem com os que vêem de ser definidos. Com 
eífeito, sendo dado o segmento OK, resulta do 



O Ml M2 M,^ K Nn N2 Ni 



postulado de Archimedes (^) que podemos determinar dois segmentos OMi e ONí, entre os 
quaes esteja comprehendido OE, que contenham respectivamente mi e mi + 1 vezes a uni- 
dade. Do mesmo modo, dividindo a unidade em um numero determinado de partes eguaes, 
dez por exemplo, e tomando uma d'ellas para nova unidade, podemos determinar dois se- 
gmentos OM2 e ON2 que contenham respectivamente m% e m^ + l vezes a nova unidade, e 



(') Dá-se o nome de postulado de ÁrcMmedes ao principio seguinte : 

Se >^ 6 Àx representarem dois segmentos de recta e se for X^Xj, existe um numero inteiro m talque é 
kl .m'^'k. 

A doutrina d'este numero é fundada nos postulados que caracterizam a linha recta, no postulado de 
Archimedes e no postulado de continuidade, cujo enunciado é dado no texto. 



Hosted by 



Google 



11 



771^ Tíl^ ~]~ 1 

sejam portanto representados pelos números —^ e —^. — , quando se referem á primitiva uni- 
dade. Continuando do mesmo modo formam-se dois grupos de segmentos 

OMi, OM2, OM3, . . .; ONi, ON2, ON3, . . ., 

entre os quaes está comprehendido OK, taes que a differença entre ON,^ e OM^ se pode tornar 
menor do que qualquer segmento dado, tomando n sufficientemente grande; e a estes grupos 
de segmentos correspondem os grupos de números 

m.^ 77? 3 ?7?2 + 1 77?3 -f- 1 

''''^' lõ' Tõ^' • • • ' ^^'^ ' ' ~lõ~' ~IÕ2~' • • '' 

que determinam um numero racional ou irracional A, que os separa. Ao segmento OK corres- 
ponde pois um numero irracional A, tal que os números racionaes menores do que A sao re- 
presentados por segmentos menores do que OK e os números maiores do que A são repre- 
sentados por segmentos maiores do que OK. Podemos accrescentar que não existe outro 
numero "B, que satisfaça a estas condições, porque, se um tal numero existisse e fosse B> A, 
entre B e A estaria comprehendido um numero racional a, que, por ser menor do que B, seria 
representado por um segmento menoi' do que OK, e, por ser maior do que A, seria represen- 
tado por um segmento maior do que OK, o que é absurdo. O numero que vimos de determinar 
é o que, em Geometria elementar, se tomou para medida do segmento considerado. 

Reciprocamente, a todo o numero irracional A, definido pelos grupos de números racio- 
naes (ai, (22, . . .) e (òi, 62, • . •)' corresponde um segmento OK, tal que os números racio- 
naes menores do que A são representados por segmentos menores do que OK e os números 
racionaes maiores do que A são representados por segmentos maiores do que OK. Com 
eíFeito, representando sobre uma recta, a partir de um ponto O, todos os números racionaes 
menores do que o numero irracional considerado, que entram na sua definição, obtem-se uma 
serie de pontos, que representaremos por Mi, M9, . . ., M„, c . . Do mesmo modo os números 
maiores do que A, que entram na sua definição, dão outra serie de pontos, que representa- 
remos por Ni, N2, ..., N-;í, ..., os quaes, por ser ON^ > OM,^, quaesquer que sejam os 
valores de w e n^ estão separados dos anteriores. Esta separação não pode ser feita por um 
segmento de recta, porque se o fosse, o numero que representa o, segmento M^^Ní^, isto é 
^n — <^W5 i^ão poderia ser inferior ao que representa aquelle segmento. Admittindo porém como 
postulado (postulado da continuidade) ('^) que os separe um ponto K, o segmento OK satisfaz 
ás condições indicadas. 



(1) Foi G. Cantor quem primeiro notou a necessidade de fazer intervir este postulado na presente 
questão. 
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Deíiniram-se na Geometria elementar as operações sobre segmentos de recta e viuse 
que, se L e Li são dois segmentos representados pelos números A e B, os números A + B 
e A.B representam a somma e o producto dos segmentos considerados. Não é necessário 
recordar aqui como se estabelece este principio no caso de A e B serem racionaes. No caso 
de serem números irracionaes, definidos pelos grupos (1) e (2), os segmentos L e Li estão 
respectivamente comprehendidos entre os segmentos correspondentes a a-n e &„ e entre os que 
correspondem a a^^ e òj^; e portanto o segmento L + Li está comprehendido entre os segmen- 
tos correspondentes a cín-^cin © ^u + ^n? qualquer que seja n, O numero A + B, que separe 
estes últimos números, corresponde pois ao segmento L + Li. Do mesmo modo se procede no 
caso da multiplicação dos segmentos L e Li. 

A correspondência entre os segmentos de recta e os números, que vem de ser conside- 
rada, é a base primordial da Geometria analytica. Ém virtude d'ella, a toda a relação entre 
segmentos corresponde uma rtlação entre números e reciprocamente. 



III 
Nimieros iiegatiros e iiiiiiieros imaginários 

9. Números negativos. Consideremos a diíFerença a — h entre os dois números a e 5. Se 
for b^a^ Si subtracção precedente é impossível, empregando os números até aqui estudados. 
Considera-se porisso a — h como definindo uma nova espécie de números, a que se chama 
números negativos. 

No caso de ser a>5 e c^d^ os números a — b e c — ã são eguaes quando 

a-{-ã = b~\'C] 

no caso de ser a<b e c^d dizem-se, por definição, eguaes quando esta condição tem logar. 
Diz-se que a — bê maior do que c — c?, ou que c — dê menor do que a — b, quando 

a-{-d> J + c. 

D'aqui resulta, pondo a = e c = 0, que —b> — d, quando d>bj isto é, que um nu- 
mero negativo menor do que outro tem maior valor absoluto. 

Introduzida assim esta espécie de números, resta definir as operações a que se sujeitam, 
de modo que as leis indicadas no n.** 1 tenham logar. 

1.^ Chama-se addição de dois números a — bec — ãsi operação definida pela egualdade 

(a-b) + {c — ã) = a + c-{b + d). 
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2.^ Chama-se multiplicação de dois números a—h e c — d ii operação definida pela egualdade 

(a — b){c — d) = ac-\~òd — (hc -f ad), 

3.^ Chamam- se subtracção e divisão as operações inversas da addiçao e da multiplicação. 

4.^ Cama-se elevação a potencia a multiplicação de factores eguaes. 

E fácil de ver que as operações assim definidas gozam das propriedades fundamentaes 
enunciadas no n.^ 1, que coincidem com as operações arithmeticas no caso de ser a^h e c^d^ 
e que dão origem ás regras bem conhecidas da Álgebra. 

IO. Números imaginários. A extracção da raiz de grau par das quantidades negativas é 
uma operação impossivel, quando se usa dos números precedentemente considerados. D'ahi 
vem a necessidade de introduzir uma nova espécie de números, da forma a-^ò \/ — 1, a que 
se chama números imaginários ou números complexos^ e que comprehendem todos os prece- 
dentes como caso particular. 

Para introduzir estes números no calculo, é necessário definir as operações a que se su- 
jeitam, de modo que lhes sejam applicaveis as leis fundamentaes expostas no n.° 1. 

1.° Dois números a-\-h y—l e c + c? \/ — 1 dizem-se eguaes quando é a = c^ ò = d, 

2.^ Chama-se addição dos dois números imaginários a-{-b /— 1 e c-{-d V — la operação 
definida pela egualdade 

(a + b \/'^) + (c + d i/"^) = a + c + (ô + rf) \/~—l. 

3.^ Chama-se subtracção a operação inversa da addição. 

4.° Chama-se multiplicação dos numeros a-\-b \/ — 1 e c-{-d [^ —í a operação definida 
pela egualdade 

{a + b \^^)(c + d \/^^} = ac — bd + (ad + bc) \/^^. 

ô,^ Chama-se divisão do numero a + 6 / — 1 pelo numero c-]~d y — 1 a operação inversa 
da multiplicação, isto é a operação que tem por fim achar um numero x-\-y y — 1 que mul- 
tiplicado por c-{-d \/—l dê a-{-b \/— 1. 

Temos pois 

a + b /^==(ítJ + 3/ [/'^)(c + d V'^) = cx — dy-\-{d.,x + cy) v/^, 

d^onde se tira 

a==cx — dy^ 5 = c?íc + cy. 
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Estas equações dâo os valores de x q y que entram no quociente pedido, e vem 



a 



+ 6 1^—1 ac-^hd hc —ad 



.,j^d\/'-l c2 + d2 c2 + á2 



v/^. 



É fácil de ver que as operações, que vimos de definir, gozam das propriedades fundamen- 
taes expostas no n.^ 1, e que coincidem, no caso de ser ò = e (^ = 0, com as operações re- 
lativas aos números reaes. 

lio Todo o imaginário a-^h ^ — 1 pode ser reduzido á forma trigonométrica 

p (cos (9 + i/^n^ sen 6), 



pondo 
o que dá 



■ p cos (?5 o =- p 



p sen ( 



p = -f ^a'^ + ô^, sení^=-— , cosC/ = 



h a 

— , coso^ = — . 

p p 



A primeira d'estas formulas determina p. As duas outras, consideradas simultaneamente, 
determinam d. As quantidades p e ^ chamam se respectivamente modulo q> argumento do ima- 
ginário. É fácil de ver, pondo 5 = 0, que os módulos das quantidades reaes coincidem com 
os seus valores absolutos. 

Para commodidade representa-se ordinariamente o imaginário y — 1 pela letra i, e repre- 
senta-se muitas vezes o modulo do numero 2;, quando é imaginário, ou o seu valor absoluto, 
quando é real, pelo signal I^J. Estas notações serFxo adoptadas n'esta obra. 

As regras para o calculo dos imaginários, quando se lhes dá a forma trigonométrica, con- 
duzem aos resultados seguintes: 

I. A somma e a differença dos imaginários 

z = ^ (cos d-\-i sen 0), z' = p' (cos d^ + i sen d') 
são dadas pela egualdade 

z + z' = p cos + p^ cos 0^ -\- i (p sen + p^ sen 6') 



ou 



pondo 



^ + 2' = R (cos CO + i sen co), 
p cos 6 + p' cos ff =-^ cos oj, p sen ^ + p' sen ^' = R sen oj, 
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o que dá 

Esta expressão de R mostra que é E2^(p + p^)^; e portanto temos o theorema seguinte: 
O modulo de uma somma algébrica de imaginários não pôde ser maior do que a somma dos 
módulos das parcellas, 

II. O producto dos mesmos imaginários é dado pela egualdade 

zz' = pp' [cos 6 cos d' — sen d sen d' + ^ (cos 6 sen ^' + sen 6 cos d')] = pp' [cos (d + d') + i sen (6 + 6')]. 

Multiplicando este resultado por 

z'^ = p"(co^d^^ + i^en6"), 
vem 

zz' zl' = pp^ p'^ [cos (^ + ^^ + 6'0 + i sen (^ + ^' + W)\ 
Em geral temos 

2^^ . . ^(^-1) = pp^ . . p(^^- -1) [cos (6 + 6' + . . . + ^C^-*)) + ^ sen (^ + 0^ + . . . + 0(^^-i))] ; 

e portanto o modulo do producto de imaginários é egual ao producto dos módulos dos factores^ 
e o seu argumento é egual á somma dos argumentos dos factores. 
Se fôr z = z' ^. , .=2;(^— 1)^ vem o resultado importante 

^n ^ pn ^QQQ 01 6 -{-i sen n 0], 

conhecido pelo nome de formula de Moivre^ por ter sido dada por este geometra na sua Mis- 
cellanea analytica^ publicada em 1730. 

III. Dividindo por z o imaginário 

u = 7' (cos oj + i sen co) 
vem 

u r (cos O) + ^ sen oj) (cos d — i sen 6) ?- . ,,x , . 

— = — 7 ^-7—' ZV7 z -' zv == — L^os (o) — 0) + 1 sen (o) — d)\ ; 

^ p (cos ^ ^-^ sen 0) (coso — 2 sen 6) p ^ ^ ^ ^ ^-^^ 

e portanto o modulo do quociente de dois imaginários é egual ao quociente da divisão do mo- 
dulo do dividendo pelo modulo do divisor^ e o seu argumento é egual á differenqa entre o ar- 
gumento do dividendo e o argumento do divisor. 
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Dividindo este resultado -por 2', vem 



U ^ r / 



-6 — 60 + ^sen(o3 — e — ^')]. 



Em geral, temos 



u 



, r = —, ^ rcos(a)-^- 6^-... -6(^^-1)) + 1 sen (co-e-...-^^»^-'!))]. 

zz' . . . ;2(«-^) PP • • • P^"""^ 



Fazendo ?-=l, 0^ = 0^ 2; = s' 



. . =2;^^-'^^, resulta 
^-w = p-w [cos (— ?i 6) + i sen (— ^ 6)], 



convencionando representar — por z~^^ como no caso das quantidades reaes. 

Vê-se pois que a formula de Moivve ainda tem'logar quando o expoente é um numero 
inteiro negativo. 

IV. Passemos á extracção das raizes. 
Vejamos se pode ser 



'yj p (cos d-^i sen d) = r (cos co -f- i sen oj). 



Para ter logar esta egualdade deve ser 



ou 



d'onde se deduz 



p (cos 6 + ^' sen d) ■= ?•'' (cos n 03 + ?* sen n co), 
p cos 6 = r^^ cos 71 oj, p sen 6 = r" sen n (o, 

r = (^'^ p, ?2 03 = 6 + 2 k TT, 



representando por A: um inteiro, que pode ter todos os valores positivos e negativos desde 

— GO até GO. 
Vem pois (') 



V ^=v P 



d . 2k% 



cos — + + 1 sen — H 

\n n I \n n J 



d , 2k%\ 



= i/p 



cos ^-^sen — 

n n _ 



2k% , . 2kz 
cos + ^ sen 



(1) Este theorema é a generalização, dada porMoivre, de um theorema devido a Cotes {Harmonia men- 
surarum, 1722). 
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O binómio 



cos • 



2k% 



-i sen - 



2k% 



só tem n valores diíferentes, correspondentes a /í: = 0, ,1, 2, . . ., n — 1, pois é fácil de ver 
que, quando a k se dao valores maiores ou menores do que estes, o seno e o coseno^ que 
entram no binómio, retomam os valores correspondentes aos valores precedentes de k. 

- Logo a raiz de indice n de qualquer numero tem n valores dlfferenfes^ que a formula que 
vimos de achar ^ determina. 

Das consequências doeste tlieorema importante faremos notar as seguintes: 
, 1.^ As regras para o calculo dos radicaes foram demonstradas na Arithmetica para o va- 
lor único de cada radicai, que lá se considerou. O theorema precedente permitte verificar se 
estas regras se estendem ou nao a todos os n valores do radical. 

Assim, para verificar que é 



'f. 



z. \/'z' =^ \/-zz' ^ 



basta attender á egualdade 



v/p 



cos 



2k%\ , . (6- 2k7. 

+zsen — H 

n \7i n 



= v/pp' 



cos 






cos 



-1- i sen 



& , 2/c't. 



■isen 



9' , 2k'T. 



' + ( 



n I \n n 

2{k-^k')T\ 



cujo primeiro membro representa '\/z, s/z' e cujo segundo membro representa 's/zz',. 
Do mesmo modo se verificam as relações 



v' 



ni tnn/ a / ^ 



2.^ Elevando ambos os membros da formula considerada á potencia m^ e convencionando 

m 

representar \l^z)^ por z^\ como no caso das quantidades reaes, vem a formula 



[y'zf = z''=^^' 



m 7Yi 

cos — (d + 2kiz) + i sen — (0 + 2k%) 



Esta formula mostra que ( ^yz)^^ tem n valores distinctos, quando n e m sao primos entre 
si, os quaes correspondem aos valores O, 1, 2, . . ., n — l de k. Com eífeito, se fossem eguaes 

VOL. Ill C 



Hosted by 



Google 



18 



os valores da expressão considerada correspondente aos valores h' e h" ^ dados a k^ teríamos 



n n 



ou 



= M; 



portanto n^ que é primo com m, deveria dividir h' — h'' , o que não pôde ter logar, por serem 
k' e k" menores do que n. Se porém é n=^ajp e m = ^p^ p representando o maior divisor 
commura de m q> n, a mesma formula mostra que (v^-2;)"^ tem somente a valores distinctos, 
que coincidem com os de [í/zy, 

3.® Escrevendo o segundo membro da ultima egualdade do modo seguinte: 

md + 2k'% , . m6 + 2k'% 
cos -j-isen 



n n 



onde k' = mk^ vê-se que todos os seus valores coincidem com valores de 7^"^; logo a egualdade 

(A) {V-zT= í/í», 

tem logar para todos os n valores dos seus dois membros, quando n e m são primos entre si. 
Quando porém n^ap e m=-p^, temos 

e a egualdade (A) tem pois logar para os a valores que tem o primeiro membro e para os 
valores do segundo que coincidem com v 2;P. 

12* Representação geometi^ica dos imaginários, O imaginário a + hi pode ser representado 
geometricamente pelo ponto M cuja ab sei ssa é <7 e cuja ordenada é b^ e reciprocamente; visto 
que a cada valor do imaginário corresponde uma posição determinada do ponto M, e a cada 
posição do ponto corresponde um valor determinado do imaginário. 

Representando por p o segmento OM e por 6 o angulo MOP, temos 

a + ;5 = OP + iMP==p(cos + ísenej.. 
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Logo o segmento OM representa o modulo e o angulo MOP representa o argumento do 
imaginário considerado. 




Ás operações sobre imaginários correspondem operações geométricas determinadas. 

Assim a somma dos imaginários a^ih e a' -\-ih\ cujos módulos sao p e p' e cujos argu- 
mentos sao d e d\ é representada pelo ponto M^, que se obtém tirando primeiramente pela 
origem das coordenadas um segmento OM^ cujo comprimento seja egual a o, e que faça com 
Ox um angulo egual a 6, e em seguida tirando pela extremidade M d'este segmento outro, 
MM^, cujo comprimento seja egual a p', e que faça com Ox um angulo egual a d'. Com eífeito, 
as coordenadas do ponto M' são 

p cos d -f p' cos 6', p sen d -f- p' sen d\ 

e portanto M^ representa o imaginário 

pcos ^ -[- p' cos 0' + ^ (p sen0-|- p' senô^), 

que coincide com a somma dos imaginários considerados. 

O producto dos mesmos imaginários é representado por um ponto, cujas coordenadas po- 
lares são pp' e 6-^0', 

I. Os resultados que precedem podem ainda ser interpretados de outro modo^ que convém 
conhecer. 

Para isso^ notemos primeiramente que se dá o nome de vector a todo o segmento de recta 
de grandeza e direcção determinadas; que todo o vector se suppõe descripto por um ponto, 
movendo- se em sentido determinado, partindo de uma extremidade, que se diz inicial j, até á 
outra, que se diz final; e que dois vectores se dizem egiiaes quando têem a mesma grandeza 
e direcção, e são descriptos no mesmo sentido. Notemos, em segundo logar, que o vector OM', 
que se determina tirando por M um vector MM^egual a ON, se diz somma dos .vectores OM 
e ON, e que o vector cuja grandeza ó egual a OMxON, e que forma com Ox um angulo 
egual a MOíc + NOíc, se àiz producto dos dois vectores. 
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Posto isto, como a cada ponto do plano corresponde um vector, que tem para extremidade 
final este ponto e para extremidade inicial o ponto O, vê-se que a todo o imaginário corres- 
ponde um vector, que tem o ponto O para extremidade inicial, e reciprocamente. Assim aos 
imaginários a-^íb e a' -^ih' correspondem os vectores OM e ON; á somrna d'estes imagina 
rios corresponde o vector OM^, egual á somma dos vectores correspondentes ás parcellas 
a-\-ib e d-^iV'^ e SiO jpr o dueto dos mesmos imaginários corresponde um vector, egual ao 
proãucto dos vectores correspondentes aos factores a-\-íb e a' -\-iV. 

As operações sobre vectores, que vêem de ser consideradas, sao uma generalização das 
operações sobre segmentos consideradas na Geometria elementar; e da correspondência, que 
vem de ser indicada, entre aquellas operações e as operações sobre imaginários resulta que 
as operações sobre vectores se sujeitam ás leis fundanaentaes consideradas no n.° 1. 

A representação geométrica dos imaginários e das suas operações foi dada pela primeira 
vez por Wessel em uma memoria apresentada em 1797 á Academia das Sciencias de Cope- 
nhague, a qual ficou por muito tempo desconhecida, e depois por Gauss, Argand, etc. O me- 
thodo de investigação geométrica que d'ella resulta foi applicado principalmente por Bellavitis 
á resolução de muitas questões de Geometria, e abriu o caminho a vários methodos analytico- 
geometricos com que Grassmann, Hamilton, etc. enriqueceram a sciencia, nos quaes se consi- 
deram operações sobre segmentos de recta que se sujeitam a algumas das leis fundamentaes 
indicadas no n.^ 1. 



IV 
Noção de limite 

13o A noção de limite appareceu ]á na Arithmetica e nos Elementos de Geometria, onde 
se disse que uma quantidade constante A é o limite para que tende uma quantidade variável 
u^ se os valores successivos da variável se approximam indefinidamente da constante, de tal 
modo que o valor absoluto da diíferença A — u possa tomar e conservar um valor menor do 
que qualquer grandeza dada, por mais pequena que seja. 

Em termos mais precisos pode dizer-se que uma quantidade constante K é o limite jpara 
que tende uma quantidade variável u^ que passa por uma infinidade de valores successivos 
^í^, 1^2, ÍÍ3, . . . , quando a cada valor da quantidade positiva ã^ por mais pequeno que seja^ cor- 
responde um numero n{ tal que a desegualdade 

(1) |A-M„|<ã 

seja satisfeita por todos os valores de n superiores a wi. 

Assim, por exemplo, se os valores successivos da variável u forem eguaes a cc, ít?^, íc^, 
. . . , íc", . . . , cc representando uma quantidade inferior á unidade, em valor absoluto, temos, 
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pondo I a? I = ^ , , onde h > O, 



<- ' 



(!+')" , + „,. + !L<^il,,. + .. .! + "*■ 



Dando pois a n valores que satisfaçam á condição 

1 



1 + nh 



<à, 



-j ^ 

isto é valores superiores a — 7y-, vem |íc|^<^^. Logo u tende para zei^o ('^). 

Da definição precedentemente dada deduzem-se immediatamente as consequências se- 
guintes : 

1.^ A variável II não jpóde tender ao mesmo temjjo para dois limites differentes. Com eífeito, 
se u tendesse também para uma quantidade B, diíferente de A, existiria um numero n^ tal 
que seria 

quando n^n%. Logo a desegualdade (n.° ll-I) 

1 A — B I = I A — Un + Un — By^\K — Un\ + \^ — Un\<'^^ 

seria satisfeita pelos valores de n superiores a ni e 7i2 ; o que ó absurdo, visto que 8 é tão 
pequeno quanto se queira e A — B é constante. 

2.^ Se os valores successivos de uma variável u estão constantemente comprehendidos entre 
os valores correspondentes de duas quantidades variáveis v e lo, que tendem para o mesmo li- 
mite A, u tende também para A. Com eífeito, como as desegualdades 

|A — í;,,|<^, \A--iVn\<^ 

são satisfeitas, por hypothese, a primeira pelos valores de n superiores a um numero n{ e a 
segunda pelos valores de n superiores a ns, as duas desegualdades são satisfeitas, ao mesmo 
tempo, pelos valores de n superiores ao maior dos números m e 722. Porisso e porque, K— Un 
estando comprehendida entre A — t;^ e A — lo^-^ | A — Un\ é inferior a um dos números | A — Vn\ 



(^) No Corso di Analisi algebiica de Cesàro (Torino, 1894) são dados muitos exemplos interessantes de 
determinações de limites. 
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ou \A — iv,i\^ a desegiialdade 



\A — Un\<^ 



é satisfeita por estes mesmos valores de n^ e portanto u tende para A. 

3.^ Se os valores successivos ãa variável ii são todos inferiores a um numero L^ ii não pôde 
tender para um numero superior a L. Com eífeito, temos por hypothese 

A —Un> A — L. 

Logo, se fosse A>L, não podia ter logar a desegaaldade (1) quando a ^ se dessem va- 
lores inferiores a A — L. 

4.*^ 8e os valores successivos da variável u são todos sujjeriores a um numero L, u não pôde 
tender para am numero inferior a L. Com eífeito, temos 

Un— A>1j—- A. 

Logo, se fosse A«<L, a desegualdade (1) nao poderia ter logar quando fosse ã<L — A. 

14o O problema que consiste em procurar se uma quantidade variável tende ou nao 
para um limite, pode ser substituído por outro, em que se procura se uma certa quantidade 
tende ou nao para zero, em virtude do seguinte theorema importante ('^): 

Sejam ui^ tts, . . ., ^í„, . . . os valores successivos que toma a variável u. E condição neces- 
sária e sitfficiente para que it tenda para um limite^ que a cada valor dado á quantidade posi- 
tiva ^y por mais pequeno que seja^ corresponda um numero n\^ tal que a desegualdade 

(2) \Un-\-j>~lhi\<^ 

seja satisfeita, por fodo:< (>•< valores de n^ superiores a 72i, combinados com todos os valores dep. 
Com eífeito, se u, tende para um limite A, a cada valor da quantidade positiva ^ corres- 
ponde um valur 7zi, tal que as desegualdades 

I Un+p — A I < •— ^, I Un - A |< — ^ 

são satisfeitas pelos valores de n superiores a ni. Logo também ó satisfeita pelos mesmos* 



(1) Este principio foi enunciado pela primeira vez por Bolzano, em 1817, no BuUetim da Sociedade Real 
das Sciencias de Praga, o depois, em 1821, por Cauchy no seu Cours d^Analyse. 
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valores de n a desegualdade ^2), visto que é 

I u^^j^p — ^íw I < i %i-\-p — A I + I A — zt^ I < ^. 

Demonstremos agora que, reciprocamente, quando a desegualdade (2j tem logar, u tende 
para um limite. 

Dê-se a ^ um valor particular âi e represente-se por a o valor correspondente de m. Por 
ser, por liypothese, 

quando n>a, os valores correspondentes de u^j^p estão comprehendidos entre as quantidades 
Urjj^^ — l\ e i*^_^i + ^i7 que representaremos por Vi e w\. 

Dê-se em seguida a ^ o valor ^2, menor do que ^1, e seja p o valor correspondente de m. 
Vê-se do mesmo modo que os valores que toma itn-^p^ quando w>p, estão comprehendidos 
entre uoj^^ — â^ e tíQ_^iH-^2. Logo os valores que toma Un-^p^ quando a n se dão valores que 
satisfazem ao mesmo tempo ás duas condições n> a e ^ > P; estão comprehendidos entre 
vi e íVi e entre iiR^^ — h © ^^3^1 + ^á, e portanto entre a maior das quantidades vi e ^^p 1 4 — §2? 
que representaremos por vg, e a menor das quantidades loi e t^p 1 j^ + ^2, que representaremos 
por ^í;2; e vê-se que é 

v^yvi^ iD^<^Wi^ ^^2 — '^^2 = ^tp_l_l+^2 — (^tp_{_l — ã-2)==2^2, 

quando u^^^-\-^^<^iVi e uo_^^ — §2>'yi5 e 

nos outros casos. 

Continuando do mesmo modo, forma-se uili grupo de números crescentes 

Vl, V2j . . ., Ví^, ... 

e ura grupo de números decrescentes 
que satisfazem á condição 

^«1 — '^m < 2 ã^ 

e definem portanto (n.** 6) um numero racional ou irracional c, comprehendido entre 10^ e v^; 
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e vê-se que it^j^p está também comprebendido entre v^^ e iVm-, quando n é maior do que as m 
quantidades a, p, etc. Temos pois a desegualdade 



^^n-{-p 



< 2 ^,n, 



que é satisfeita pelos valores de n-\-p superiores a a, p, etc, da qual se conclue que u tende 
para c. 

COROLLAKIOS. 1.° Se a quantidade variável u cresce constantemente ^ sem todavia poder 
exceder um valor determinado L, u tende para um. limite. 

Com eífeito, se u nâo tendesse para um limite determinado, existiria, em virtude do theo- 
rema precedente, um valor de ^ tal que, por maior que fosse o inteiro 7Zi, a desegualdade 

seria satisfeita por um valor a, superior a ni, dado a n, e por um valor a, dado a p. Te- 
riamos pois 

Pela mesma razão deveria existir um numero p, superior a a + a, e um inteiro h, tal que 

ou, por ser u^yu^j^^^ 

^* p+í^ > '%.+a + ^ > ^í « + 2 ^ . 
Continuando do mesmo modo, obteriamos a desegualdade 

cujo segundo membro poderia tornar-se superior a L, dando a k um valor sufíicientemente 
grande, e da qual resultaria o poder u tornar-se maior que L, o que é contra a hypothese. 

2.° Se a quantidade variável u decresce constantemente^ sem todavia poder ser inferior a um 
numero l determinado^ u tende para um limite. 

Demonstra-se este corollario de um modo semelhante ao que foi empregado para demons- 
trar o anterior. 

15. Seja agora u uma quantidade variável, cujos valores dependem dos valores de outra 
quantidade variável íc?, que pode ter todos os valores visinlios de um numero a, ou somente 
os valores que satisfazem a certas condições, como por exemplo, á de serem maiores do que a. 



Hosted by 



Google 



25 



ou á de serem menores do que a, etc. A definição de limite e os princípios anteriores levam 
ás consequências seguintes: 

1,^ E condição necessaiia e svfficienfe para que u tenda jp ar a o limite A, quando x tende 
j7ara a^ e para que este limite seja único, qualquer que seja a serie de valores pelos quaes passe 
Xy que a cada valor que se de d quantidade positiva ^^ por mais pequeno que seja, corresponda 
um numero £ tal que a de^egualdade 

(3) \k—u\<:i 

seja satisfeita por todos os valores de x que satisfazem á condição 
(4) \x—a\<^e. 

Com eífeito, sendo xi^ x^^ xz^ ... uma serie qualquer de valores de íc, que tendam para 
cí, e zíj, ZÍ2, 163, ... os valores correspondentes de u^ se a desegualdade (3) é satisfeita por 
todos os valores de u que correspondem aos valores que tem x entre a — s e « + £, é satis- 
feita pelos números w.;„, í^^-fi, ^í^m-f2? ^tc, que correspondem aos números íc^i, íCm-j-i? ^m-i-'^-) ^tc, 
comprehendidos entre a — £ e a-\-z. Logo (n.^ 13) os números U[, u%^ u^, ... tendem 
para A. 

Reciprocamente, se a todo o grupo (xi, x^^ x^^ . . .) de valores de x, que tendam para a, 
corresponder um grupo (uij n^2^ ^^3, . • •) de valores de u, que tendam 'para A; a cada vaior 
de § corresponde um numero positivo £ tal que a desegualdade (3) tem logar quando 
\x — a|<£. Com eífeito, se aquella desegualdade nao tivesse logar, existiria um valor de Ò 
tal que, por menor que fosse o valor si que se desse a £, seria 

(a) |A — Z6|>^ 

para algum vaior Xi de x tal que \xi — a\<lei. Dando depois a £ um valor £j, tal que 
ej<^\xi — a\, existiria um valor Xj de x, satisfazendo á condição \xj — a|<^£j, pelo qual 
a mesma desegualdade (a) seria satisfeita. Continuando do mesmo modo e escolhendo os nú- 
meros £i, £y, ... de modo que tendam para zero, obter-se-ia uma serie de números xi, Xj, 
xij . .., tendendo para a, taes que, quando se fizesse passar x por elles, a quantidade u 
nao tenderia para A, o que ó contrario á liypothese. 

2.^ Se a cada serie de valores de x, que tendem para a, corresponde uma serie de valores 
de Uj que tendtm para um limite^ et te limite é o mesmo para todas as series. 

Sejam Xi, .ts, íts, . . . e x'i, íc^, íts, . . . duas series de valores pelos quaes passa x quando 
tende para a, e sejam A e A^ os limites correspondentes para que tende ít. Para ver que é 
A = A\ basta notar que, se A fosse differente de A^, fazendo passar x por uma terceira serie 

VOL. III D 
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de valores, composta dos números das duas series anteriores, dispostos alternadamente, os 
valores de u tenderiam para A e A', o que é contrario á hypothese.. 

3.^ E condição necessária e sufficiente para que u fenda para iim limite^ quando x tende 
para a, e para que este limite seja único ^ qualquer que seja a serie de valores pelos quaes passe 
Xy que a cada valor dado á quantidade positiva S^ por inais pequeno que seja^ corresponda um 
numero positivo e tal que a desegualdade 

(5) \u" — u'\<:'b 

seja satisfeita por todos os pares de valores^ u' e u" ^ de u^ correspondentes aos valores x' e x^' de 
X que satisfazem á condição \x — aj<^£. 

Com effeito, se u tende para A, quando íc tende para (7, a cada valor dado á quantidade 
positiva ^ corresponde um numero £ tal que as desegualdades 

|M'-AI<lâ, |w"_A|<lã 

saio satisfeitas por todos os pares de valores, u' e u" ^ de ii que correspondem a valores de x 
que satisfaçam á condição \x — a\<^z] e portanto a desegualdade 



I u" — u' I ^ ! u" — A I + I z^' - A |< ^ 



.,'! 



é satisfeita pelos mesmos valores de u' e u" 

Para demonstrar que, reciprocamente, se a cada valor de ^ corresponde um numero s tal 
que a desegualdade (5) ó satisfeita por todos os pares de valores, u' e u'^ ^ de íf que corres- 
pondem aos valores de x que satisfazem á condição \x — a]<;£, u tende para A, basta notar 
que, sendo, como anteriormente, cci, crs, a?3, ... uma serie qualquer de valores que tendam 
para a, e ui^ u^^ u^, ... os valores correspondentes de ic^ a desegualdade (5) é satisfeita, por 
hypothese, quando u' e u'^ representam dois quaesquer dos números Um^ '^^-fi, •• ., corres- 
pondentes aos números x^y x^^i^ ^m\% • • •? comprehendidos entre a — £ e a-|-£. Portanto, 
quando x passa pela serie de valores considerados, u tende para um limite (n.^ 14) e este 
limite ó único (n.^ 15-2.^). 

4.^ Se u cresce constantemente^ quando x se ajyproxima constanteme7ite de a^ sem poder ex- 
ceder um numero L^ u tende para um limite^ quando x tende de qualquer modo para a^ e este 
limite é único. 

Com effeito, seja x\, ccsv^s? • • • ^^^^^ serie de valores de x que se approximem constan- 
temente de a e que tendam para a. Os valores correspondentes de u tendem para um limite 
A, em virtude do primeiro corollarío do n.*^ 14; e porisso existe um numero m tal que a 
desegualdade \u — A[<^ é satisfeita pelos valores de u que correspondem aos valores 
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Considerando outra serie qucalquer (íz?i, íc'25 ÍC3, . . .) de valores de x que tendam para a, 
sera ser necessário que se approximera constantemente de a, a mesma desegualdade é satis- 
feita, por hypothese, pelos valores x^^ ícíw-i-i, • • • , comprehendidos entre a?^ e a; logo, quando 
X passa por esta serie de valores w, tende ainda para o limite A. 

Um theorema análogo tem logar quando u decresce constantemente, sem se tornar inferior 
a um numero l. 

16. Para designar que u tende para A, quando x tende para a, escreve se (^): 

lim u== K. 

Muitas questões importantes de Analyse levam a procurar o limite para que tendem quan- 
tidades dadas. Os principios seguintes facilitam esta indagação. 

1.^ O limite para que fende a somma de duas quantidades variáveis^ dependentes de x, que 
tendem para limites determinados^ quando x tende para a^ existe e é egual á somma dos limites 
para que tendem as parcellas. 

Sejam ii e v duas quantidades variáveis, dependentes de cc, que tendam para os limites 
A e B, quando x tende para a, 

A cada valor dado a ^ corresponde, por hypothese, uma quantidade positiva z' tal que a 
desegualdade 

|A-m|<1§ 

é satisfeita pelos valores da variável x que satisfazem á condição \x— a\<^z' . 
Do mesmo modo, existe uma quantidade positiva z" tal que a desegualdade 

|B-.1<|S 

é satisfeita pelos valores da variável x que satisfazem á condição \x — a|<;£^'. 

Logo, representando por e a menor das quantidades z' e e'^, a desegualdade (n.^ 1 l-I) 

é satisfeita pelos valores da variável x que satisfazem á condição \x — a\<^z] e portanto a 
quantidade ii-^v tende para o limite A-fB. 



(1) Em toda esta obra, quando dissermos que uma variável u tende para um limite, quando outra variá- 
vel, da qual a primeira depende, tende também para um limite, sem especificar a serie de valores pelos 
quaes passa esta ultima, suppomos que isto tem logar qualquer que seja esta serie de valores. 
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2.° O limite para que tende o pr o dueto uv existe e é egual ao producto dos limites para 
que tendem os factores. 

Deduz -se este principio da identidade 

AB — uv = A(B — v)-{-v (A — u). 
Com effeito, a cada valor dado a ^^ corresponde um nlimero s' tal que a desegualdade 

|A — 1/.|<^' 

ó satisfeita pelos valores da variável x que verificam a condição \x — a\<^e'. Chamando porém 
M um numero maior do que os valores que toma | v \ quando a x se dão todos os valores que 
satisfazem á condição precedente, vem 



e portantO; pondo M ò' = — - ^, 



M|A-w|<M^^ 



\v\\a—u\<:y^- 



Esta desegualdade é pois satisfeita por todos os valores de x que verifiicam a condição 
\x — a\<^e' 

Do mesmo modo se vê que ha sempre um valor s'' tal que a desegualdade 

rA!iB-t>|<i-ã 

é satisfeita por todos os valores de íc que verificam a condição \x — a\<^e". 
Logo a desegualdade 

|AB — W7;|<^ 

é satisfeita por todos os valores de x que verificam a condição \x — a\<^e; e portanto ti t; 

tende para o limite AB. 

u 
3.^ O limite para que tende o quociente — existe e é egual ao quociente dos limites para 

que tendem u e v^ quando v não tende para zero. 
Com eífoitO; pondo 



temos a identidade 



u A ^ 



^ U — K , A{B — ij) 
tí7_C= — i -5 . 
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Mas mostra-se, como no caso anterior, que^ dado ^, existe sempre um valor £ tal que as 
desegualdades 



u — Ã. 

V 


<h 


A(B-t)) 
Bv 


<T 



são satisfeitas pelos valores de x que verificam a condição \x — a\<^e. 
Logo a desegualdade 

|w;-C|<^ 



é satisfeita pelos mesmos valores de íc; e portanto — tende para 



B* 

4.^ O limite para que tende \/u, quando u é positivo- e tende para A, existe e é egual a /A. 
Pondo com effeito na identidade conhecida 



k^ — ln^(k — l) [h^-^ + lk'>^-^- + . . . + ^-*) 



]c^= l^iL^ l^= J/a, vem o resultado seguinte: 



\/u— ^A = — 



^-A 



í/t.t^»-i _|_ |/A í/t6^^-2 + . . . + fiV-' 



Se representarmos pois por B um numero positivo, inferior a A, vê se que it, tendendo 
para A, pode tornar-se maior do que B e que é, para os valores de u que satisfazem a esta 
condição, 



n \/B""^ 



Suppondo agora 



\u — K\ 



<^, ?2^ i/B''-i = s, 



vê-se que a cada valor de B corresponde um numero s tal que é | {/zí — í/A| <^, quando 
\u — A|<;£, e portanto que vu tende para '/A, quando u tende para A. 

• 17* Tudo o que se disse nos números precedentes estende-se facilmente ao caso de u 
depender de muitas quantidades variáveis x^ ?/, z^ etc. Assim, temos primeiramente: 

Ê condição necessária e sufficiente para que u tenda para o limite A, quando Xy y, etc» 
temdem respectivamente para a, h^ etc.^ e para que este limite seja único ^ quaesquer que sejam 
os valores pelos quaes passem estas variáveis j que a cada valor dado á quantidade positiva ^^ 
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joor mais pequeno que seja^ corresponda um numero, z tal que a desegualdade 

(3) |A— i^K^ 

seja satisfeita pelos valores de x, y, etc, que verijícam as condições 

(6) |ítj — a| <£; 1?/ — 6 I <£, etc. 

Com eífeito, sendo (íci, x^2, í«3, . . .)? {y-h V^^-i ^3, • • O? ^t^- series de valores que tendam 
respectivamente para a, 5, . . . e tei, m^ u^j . , . os valores de u correspondentes aos valores 
(xij ?/i, . . .)? (^2, 2/2, • • O? • • •, se a desegualdade | A — u\<^'Ò é satisfeita por todos os va- 
lores de u que correspondem aos valores que tomam respectivamente x, y, ... entre a — e 
e a + £, entre b — s e & + £, etc, é satisfeita pelos números w„^,Wíj^_|_4, . . ., que correspondem 
aos valores (x^^ í^m+i, • • O? (l/m ym-{-\y • • •)? ^^^-i respectivamente comprehendidos entre 
a — £ e a + s, entre h — e e ^ + £, etc. Logo os números uij ih^ . . . tendem para A. 

Para demonstrar a proposição reciproca, supponhamos que intende para A, e vamos pri- 
meiramente mostrar que se pôde determinar £ de modo que a desegualdade (3) seja satisfeita 
pelos valores de a?, ?/;... que satisfazem á condição 

(7) \x—a\-{-\y — h\ + ,. .<m£, 

onde m representa o numero das variáveis x^ y, ... 

Com eíFeito, se isto nao tivesse logar, mostra va-se como no n.^ lõ-l.® a possibilidade de 
formar series (í^j, ccy, . • .)? (l/h %'? • • •)? ^t^- ^^ valores ãe x^ y, . . ., que tenderiam respecti- 
vamente para os limites a^ h^ . . . , taes que u não tenderia para A quando x^ y-, - • - P^^s- 
sassera por estes valores. Basta agora notar que a desegualdade (7) é satisfeita pelos valores 
de a?, ?/, ... que satisfazem ás condições (6), para concluir que a desegualdade (3) é satis- 
feita pelos mesmos valores de x^ y, etc. 

A extensão dos outros principies demonstrados nos números anteriores ao caso de muitas 
variáveis não tem difficuídíide alguma. 

18» Díz-se que uma quantidade variável tende para oo, quando esta quantidade augmenta 
indeíinidamente de tal modo que chega a ser e a conservar-se superior a todo o numero dado, 
por maior que seja, e diz- se que uma quantidade variável tende para — oo, quando esta quanti- 
dade ó negativa e o seu valor absoluto tende para oo. 

Assinr, por exemplo, os valores por que passa x^\ quando n passa pelos valores 1, 2, 3, 4, . . ., 
tendem para oo, quando [a?|>l. Pondo com eíFeito \x\ = í-{-h, onde /^X), temos 
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e basta attender a qtie o ultimo membro (i'esta desegualdade se pode tornar maior do que 

k— 1 
qualquer numero k^ dando a n valores superiores a — - — , para concluir que x'" tende para co. 

Se notarmos que — tende para O, quando x tende para o infinito, e que tende para o. in- 
finito, quando x tende para O, podemos dos theoremas anteriormente demonstrados para o 
caso de x tender para um limite a deduzir outros correspondentes para o caso de cc tender 
para o infinito. Assim, por exemplo, podemos enunciar o theorema seguinte: 

A somma^ o producto e o quociente de duas fu7icgdes u e v que tendem- para os limites A 

e J^, quando x tende para o infinito /tendem respectivamente para A + B, AB e -— {quando B 

é dijferente de zero), 

Gom effeito, u e v tendendo para A e B, quando — tende para O, u^v^ uv^ — tendem 

A 1 

para A + B, AB, -pr-, quando — tende para O, isto é quando x tende para o infinito. 

Jtj X 

19. Consideremos agora a quantidade imaginaria u-\-iv^ que passa successivamente pelos 
valores uí-\-íví^ 'Wâ + ^V2, etc. Se u tende para A e v tende para B, diz-&e que esta quanti- 
dade tende para o limite A + ^B. 

Sao consequências immediatas desta definição os princípios seguintes: 

I. É condição necessária e sufficiente para que u-\-iv tenda para o limite A-\-iB^ que o 
módulo da differença entre a quantidade it-^iv e A-^-iB tenda para zero. 

Com effeito, se ^^ e i» tendem para A e B^ sl cada valor da quantidade positiva §, por 
mais pequeno que seja, corresponde um valor n^ tal que as desegualdades 

\A — u,\<l,[B — v,\<l 
sào satisfeitas pelos valores de n superiores a ni. Logo a desegualdade 

\A-u,+i (B-v,,) I = \/ {A-u„f -t- {B-v,f < h i/Y 

é satisfeita pelos mesmos valores de ?z, e o módulo considerado tende portanto para zero. 
Reciprocamente, se é 

\/[A-u^f + {B-vJ'<h[/% 
quando n>7Zi, é também 

\A-u,^\<:h\/2',\B-v^\<:h\/¥, 

e portanto u tende para A e v tende para B. 
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II. É condição necessária e sufficienfe 2^^'i^(^ ^ue ii-\-iv tenda para um limite^ que a cada 
valor que se dê á quantidade t, por mais pequeno que seja^ corresponda um numero ni tal que 
a desegualdade 

(8) I n.j^j, — II, + i (í;,_^^, — i7j I < ^ 

seja satisfeita pelos valores de n superiores a n\y qualquer que seja p. 
Deduz-se facilmente este theorema da igualdade (n.^ 11) 



I u,^^ — u, + i {V,,j^ p — V,) I = + \/ (u,^p — u,)^ + {V,^p — v,)^. 

Com effeito, se u-^-iv tende para um limite, a cada valor da quantidade ^ corresponde 
um valor ni tal que as desegualdades (n.^ 14) 

I U,^^ — U,, i < ^^' I ^ni-p ~ ^\ I < ^^• 

são satisfeitas pelos valores de n superiores a ?2i, qualquer que seja p. Logo também a 
desegualdade (8) é satisfeita pelos mesmos valores de n e _p, o que demonstra a primeira 
parte do tlieorema. 

Reciprocamente, se ^ representa uma quantidade tao pequena quanto se queira, e é satis- 
feita a desegualdade (8) quando 72>ni, qualquer que seja ^, temos 

logo as desegualdades 

! U,,j^p — u,, |< ^, I V,,j^p — v,, |< ^ 

são satisfeitas pelos mesmos valores de n e ^9. As variáveis u b v tendem pois (n." 11) para 
limites determinados, assim como u-\-iv. 
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V 

Series 

20. Series de termos reaes, — As series são expressões da forma 

(1) Ui + u^2 + ^is.+ . . . + n,, + . . • ? 

em que o numero das pai-cellas é infinito. O termo u,, é o termo geral^ por meio do qual se 
formam todos os outros dando a n os valoras 1^ 2, 3, etc. Empregando o signal E para 
designar sommas^ esta expressão pode ser escripta do modo seguinte : 



Se a somma dos n primeiros termos da serie, isto é, a somma 

tende para um limite determinado, quando n augmenta indefinidamente, diz-se que a serie é 
convergente. Este limite chama-se somma da serie. 

As series que não são convergentes chamam- se divergentes. 

Exemplo 1.^ — A progressão geométrica 

é convergente, quando o valor absoluto da razão x é menor do que a unidade, pois que a 
somma dos seus n primeiros termos 



1 — X l — x 



tende para o limite , quando n augmenta indefinidamente. 



Podemos pois escrever 

l 



1 —X 



: 1 + ÍC + cc^ + . . ,-\-x" 
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Se o valor absoluto de x é maior do que a unidade, ou se é íc== 1, a somma 5„ tende para 
o infinito e a serie é divergente. 

Se é x = — 1, a somma s„ toma alternadamente os valores zero e urriy e portanto a serie 
é divergente. 

Exemplo 2.^— A serie importante 



(2) 






6 convergente quando «>!, e é divergente quando a = l ou a<^l. 

Seja primeiramente a> 1. Reunindo os termos em grupos de 1, 2. 4, . . . , 2^, ... termos, 
a série considerada pode ser escripta.do modo seguinte: 



1" \2* 3"/ Vé* "■"■■■' 7»/ "^' 



1 



1 



(2í')a ' (2' + !)" 






Notando agora que a somma dos termos de cada grupo é menor do que o produeto do 
primeiro termo pelo numero dos seus termos, temos 



2a ' 3a ^^ 2^—1' 



4a ^ * i^ 7a ^22(^^— ^)' 



1 



(2y ' (2^ + 1)^ 



..+ 



1 



<< 



1 



(2í'+i — 1)« ^ 2^(' 



a— 1)' 



e portanto 



-—■4-— -4-. . . + -—<rl + -—-+. . A ^—4-. 



ou 



2a-l 



O segundo membro d'esta desegualdade tem um valor determinado ; logo o primeiro 
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membro, que augmenta com n sem poder exceder este valor, tende para um limite, e a serie 
proposta é portanto convergente. 

No caso de ser a=l, a serie (2) tem o nome de serie harmónica e é divergente. Para 
o demonstrar, basta dispor os seus termos em grupos de 1, 2, 4, .... , 2^, ... termos, do 
modo seguinte: 

^+i-+(i+T) + (è+---+i)+---+(2*Tr+2^+---+-2Íí")+--- 

Cora effeito, notando que a somraa dos termos de cada grupo ó maior do que o producto 
do ultimo termo do grupo pelo numero de termos, temos 

1,1. 1 

5 ' ^8-^2 



2'' + 1^2'' + 2^ ^ 2''+í -^ 2 



7)1 

Logo a somma Sn dos n primeiros termos da serie (2) pode tornar-se maior do que — , 

por maior que seja o valor do inteiro r)i, dando a n um valor sufficientemente grande; e 
a serie é portanto divergente. 
Se é a < 1, temos 

1.1. ,1 1,1. .1 



^--p + 2«+''-+n«^ 1 + 2 + 



n 



Quando n tende para o infinito, o segundo membro d'esta desegualdade tende para o 
infinito ; logo também tende para o infinito o primeiro membro, e a serie proposta é portanto 
divergente. 

Os geómetras da antiga Grécia empregaram para o calculo de certas quantidades pro- 
cessos equivalentes ao uso de verdadeiras series. Este algorithmo só foi porém directamente 
considerado no século xvil, depois da publicação da Aríthmetica infinitorum de Wallis, na 
qual se encontra um modo de determinar a área de qualquer curva, quando se sabe exprimir 
as ordenadas por serie ordenada segundo as potencias da abscissa. 
# 
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Mercator e Brounker publicaram em 1668 os primeiros exemplos de taes desenvolvi- 
mentos. Mas o principal inventor do methodo das series foi Newton, que ensinou a calcular 
por meio d'ellas as expreesões algébricas, as raizes das equações algébricas^ as expressões 
trigonométricas, etc, e que nao só as applicou ao calculo das áreas, seguindo a ideia de 
Wall is, mas também á rectificação das curvas. Sabe-se que estes importantes resultados foram 
obtidos pelo grande geometra antes de 1668, mas só foram publicados em 1704 em um ap- 
pendice á sua Óptica^ intitulado De quadratura citrvarum^ e de novo em 1711 na sua Ana- 
lysis per aequationes numerorum ierminorum infinitas. N'este intervallo de tempo occuparam-se 
também das series J. Gregory e Leibnitz. 

A partir d'esta epocha foram as series empregadas em mathematica com grande successo. 
Apesar porém de se reconhecer, desde os primeiros tempos em que foram usadas, a neces- 
sidade de serem convergentes, para determinarem os valores das quantidades, os geómetras 
durante muito tempo extenderam a este algorithmo as operações e theoremas relativos ás 
expressões compostas de um numero finito de parcellas, sem procurar as condições para que 
esta extensão fosse legitima. Foi somente no ultimo século que foram fixadas as regras para 
o seu calculo por Caucliy, no seu Cours d^Analyse^ e por Abel, Dirichlet, Grauss e Riemann, 
em trabalhos sobre series particulares, que os levaram a estudar questões geraes relativas a 
estas expressões. Outros geómetras se occuparam depois d'este assumpto, já enriquecendo-o 
com novos theoremas, já generalisando os anteriores. 

21« Do theorema demonstrado no n.^ 14 tiram-se immediatamente os dous principios 
seguintes, conhecidos pelo nome àe principios geraes de convergência e divergência: 

1.^ — Se a serie (1) é convergente^ a cada valor dado á quantidade positiva §^ por mais 
pequeno que seja^ corresponde um numero ni tal que a desegualdade 



^n-{-p ' 



Xn^i -\- Zí^j_|_2 + . . . -j-W n-^p | < ^^ 



é satisfeita pelos valores de n superiores a ?2i, qualquer que seja p, 

2.^ — Reciprocamente^ se a cada valor dado á quantidade positiva ^^ por mais pequeno que 
sejaj, corresponde um immero ni tal que a desegualdade 

I ^n-{-p ^íi I <C ^ 

ê satisfeita pelos valores de n superio7^es a ni^ a serie (1) é convergente. 

Destes principios tira-se, pondo p = l, o corollario seguinte: 

É condição necessária (mas não sufficiente) para que a serie (1) seja convergente^ que o 
valor dos seus termos tenda para zero., qnando a ordem d^elles augmenta indefinidamente, 

22<. Nâo ha critério geral para decidir se uma serie dada é convergente; ha apenas 
regras abrangendo maior ou menor numero de casos. Aqui exporemos apenas as seguintes: 
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I. Sejam 

duas series compostas de termos positivos^ e seja p um numero determinado. Se^ a partir do 
termo de ordem p^ è sempre Um<^Vr,^^ e a segunda serie é convergente, a primeira tamhem é 
convergente', se^ pelo contrario^ é itm^^^m ^ <^ segunda serie é divergente^ a primeira tamhem é 
divergente. 

Com eífeito, se é Uyy^<lv^T, quando ^^-^p, temos 

e portanto, representando s^^ e s^ as sommas dos n primeiros termos da primeira e da segunda 
serie e s' o limite para que tende sj^, quando n augmenta indefinidamente, 

A somma % augmenta pois indefinidamente com n^ sem poder exceder o valor que tem 
o segundo membro d'esta desegualdade; logo (n.^ 14) tende para um limite determinado. 
Se, pelo contrario, é Um^^^^m © ^ segunda serie ó divergente, temos a desegualdade 

Ui + lt^+. . . + Up^i+Up + . . . + Un>'^p + '^p^i + ' • • + ^« 

ou 

Sn >s'n — (^1 +V2 + . . . + Vp^i)j 

cujo segundo membro augmenta indefinidamente com n; logo também o primeiro membro 
augmenta indefinidamente com n, e portanto a primeira serie é divergente. 
Por exemplo, a serie 



2.^3-2 ' 43 J/" ' (n + iy^ ' '*• 

é convergente^ pois que cada termo, a partir do terceiro, é menor do que o termo corres- 
pondente da progressão geométrica convergente 

1+-+^+-. .+-+.■■ - 

II. Toda a serie composta de termos. positivos e negativos^ de que deriva uma serie conver- 
gente pela mudança dos signaes dos termos negativos^ ê convergente (^). 



(^) Cauchy : Cours d^Analpse, cap. VI. 
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Com eíFeito, a serie 

\lH I + JW21 + . . . + \Un\ + ^ . . 

sendo, por hypothese, convergente, a cada valor da quantidade positiva §, por mais pequeno 
que seja, deve corresponder (n." 21-1.*^) um numero ?2i tal que 

quando n>?zi, qualquer que sejap. D'aqui conclue-se que a desegualdade (n.^ ll-I) 

\Un-Li + Un^^ + . . .+%-f-;,j<^ 

também é satisfeita pelos mesmos valores de oi^ e portanto que a serie (1) é convergente. 

As series que estão no caso indicado neste theorema, isto ó as series formadas de termos 
cujos valores absolutos formam uma serie convergente, chamam-se absolutamente convergentes. 

III. 8e^ para todos os valores de n a j>artir de um valor jp^ a razão ^ dos valores 

I ^^n I 

absolutos de dous termos consecutivos da serie (1) é sempre menor do que uma quantidade L, 
inferior á unidade^ a serie é convergente; se esta '^xizào é maior do que a unidade^ a serie é 
divergente (^). 

Este critério importante, devido a D^Alembert, resulta da comparação da serie proposta 
com uma progressão geométrica, como vamos ver. 

Temos, por hypothese, 

I Up^i \<L\up\^ I Up^^ I < -^ I '^p-i-i I > ^tc- ; 
logo os termos da serie 

(3) \Ui\+\u^\+, . ,+ \Un\+- , . 

são, a partir do termo de ordem p, menores do que os termos correspondentes da serie 

\ui\ + \ui\-{~. . . + \up^i \ + \up\{l + L + L^ + . , .)^ 
que é convergente quando jL< 1, por ser neste caso convergente a progressão 



(1) Vejam-se nos tomos vii e viii do Jornal de S ciências matliematicas algamas observações interessantes 
de Lerch, Ccsàro, Giítzmer e Ed. fVeyr a respeito d'estc theorema e dos dois seguintes. 
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Logo a serie (3) é convergente (th. I), assim como a serie (1) (th. II). 
Se é, pelo contrario, 



^^«+1 



>1; 



O valor absokito dos termos da serie (1), a partir do termo de ordem p, cresce com n, e por- 
tanto a serie ó divergente (n.^ 21). 



COROLLAKIO. — 8e a razão 



\Un-^i 



tende para um limite determinado^ quando n augmenta 



indefinidamente;, a serie é convergente se este limite é menor do que a unidade^ e é divergente se 
este limite ê maior do que a unidade. 

Sejam l este limite e L um valor comprehendido entre Z e 1. 



Os valores que toma a quantidade 



podem approximar-se de l tanto que seja 






quando Z<^ 1, e 



^^w+l 



L<1, 



>1, 



quando Z> 1, dando para isso a n valores superiores a um numero sufficientemente grande 
p. Em virtude do theorema precedente a serie é pois convergente no primeiro caso e diver- 
gente no segundo. 

Por exemplo, a serie 

"" + 2' ^"O + 27374 "^ • • • + 27377:^+ • • • 



é convergente, qualquer que seja o valor que se dê a x^ pois que a razão dos valores abso- 
lutos de dous termos consecutivos 



^^w4-4 


= 


X 

W+1 


Wh 



tende para O quando n augmenta indefinidamente. 

IV. Be^ para todos os valores de n a partir de um numero determinado p^ a raiz 
\/\Un\ ^ menor do que uma quantidade L, inferior á unidade^ a serie (1) é convergente; se esta 
raiz é maior do que a unidadey a serie é divergente. 
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Ternos^ por hypothese, 

I Up I < Lp, Upj^i I Lp-^^, etc. ; 
logo os termos da serie 

são, a partir do termo de ordem ^, menores do que os termos correspondentes da serie con- 
vergente 

\m\ + ...+ \up_i\ + LP(l+L + L^ + ...y 

Logo, aquella serie e convergente, assim como a serie (1). 

Se temos v^|ií„ | > 1, é também \iin | >- 1, quando ny>p^ e portanto a serie (1) é divergente. 
•Do theorema que vimos de demonstrar, devido a Cauchy (l.'c.), deduz-se um coroliario 
análogo ao que se deduziu do theorema anterior. 
Por exemplo, a serie 

1 . 1 , ,1 . 



(log 2f ^ (log 3j3 ^" '^ (iog nf ^** * 
é convergente, visto que é 

lim ^,~=,lim-^ = 0. 

«=00 ?2=oo iog U 

V. Se existir um. numero a, maior do que a unidade^ tal que, para todos os valores de n^ 
a partir de um numero determinado p^ o producto n'^\un\ seja menor do que uma quantidade 
fixa K^ a serie é convergente (Cauchy, 1. c). 

Com eff eito, por ser 

os termos da serie 

\u\\ + \m\+. , . + |^í,^| + . . ., 

a partir do termo de ordem p, são menores do que os termos correspondentes da serie con- 
vergente (n.° 20). 

Logo aquella serie é convergente, e portanto é também convergente (th. II) a serie (1). 
Se existir um numero a^ egual ou inferior á unidade^ tal qiie^ para todos os valores de n^, 
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a partir de um numero determinado p, os termos da serie (1) sejam posiiivos e o product» 
n'^Un seja maior do que um numero jixo K, a serie (1) ê divergente. 
Com eífeito, temos 






«.>^>«í+i>7^:m¥'^*°-' 



e portanto, a partir da ordem p^ os termos da serie (1) sao maiores do que os termos cor- 
respondentes da serie divergente 

Logo a serie (1) ó divergente. 
Assim, por exemplo, a serie 



1+ 1 + 1 +...+^^+. 

ò o 2 ra — 1 



é divergente, por ser 



n 1 1 

n 
VI. Seja L uma quantidade j)Ositwa e 

ai, «2, • • • , '^ío • • • 
um grupo composto de um numero infinito de niimeros positivos. Se a desegualdade 



for satisfeita j^^dos valores de n superiores a um número p^ a serie é convergente. 
Temos, por liypothese, 



I 1 r I I I '1 
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e portanto 

1 li ii I -^rii I 11 7J 7) 

I ^*;;4-i I ~r • • • H~ I w_|_^í,i I <] -y~ L^i^ I ^^i' I — ^;?+íH I '^^iJ-f «i I J "^ T ' 
por maior que seja m. Logo 



Quando ?z tende para oo, o primeiro membro desta desegualdade augmenta sempre, sem 
todavia poder exceder o valor determinado do segundo membro, e portanto tende para um 
limite. Logo a serie 

é convergente, assim como (n.° 22-11) a serie (1). 

D'este theorema, devido a Kummer(^), tira-se como corollario, pondo a^^n^ o theorema 
seguinte, devido a Raabe (^): 

Se a desegualdade 



«(^-l)>l+L 

V I ^*n+l I / 

for satisfeita 'por todos os valores de n superiores a um numero jp^ a serie (1) é convergente, 
VIL Sejam m^ ^^2, etc. quantidades positivas e 

Ui — U^-\-U^ — 1Í4 + . . . 

uma serie cujos termos são alternadamente positivos e negativos. Se Uy^ decresce constantemente 
e tende para zero^ quando n cresce indefinidamente ^ esta serie é convergente. 

Com efFeito, por ser cada termo da serie considerada maior do que o seguinte, a difFe- 
rença 

SnJ^p — 5„ == ± [Un^i — Wn-j-2 + %+3 — ^^«+4 + • • • ] 

tem o signal do primeiro termo. Mas esta differença pode ser escripta do modo seguinte: 

± [Un-i-i — (^tn-f 2 — Wn-1-3) — (i^n+4 — ^^+5) — •••]) 

e vê-se então que o seu valor absoluto é menor do que Un^i, pois que esta expressão deve 



(1) Jornal de Crelle, t xiir, 1835. 

(2) Zeitschrifi fiir Mathematik^ t. x, 1832. 
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ter o signal do primeiro termo. Temos pois 

(A) \'%i-^p-'Sn\<^Un-^i. 

Por outra parte, a cada valor da quantidade positiva § corresponde, por liypotliese, nm 
numero ni tal que é ^t,„^i<ci, quando n^ni. 
Logo a desegualdade 

I ^n-^p ^n\ ^ ^ 

é satisfeita pelos valores de n superiores a 7?i, e a serie considerada e portanto (21-2.°) con- 
vergente. 

Por exemplo, a serie 

é convergente. 

Nota. — Fazendo na formula (A) tender p para o infinito e notando que Sn-L^ tende para 
a somma s da serie considerada, é facii de ver que o erro que se commette, quando se toma 
para valor approximado' de s a somma dos n primeiros termos da serie, é menor do que o 
primeiro termo desprezado (*). 

2So Series de termos imaginários. — Consideremos agora as series compostas de termos 
imaginários : 

(xi + iyi) + {x^2 + ^â) + . • . + {x,yi -\-iyra ) -f • - 
ou 

CO GO 

(4) 11 {x,nA-iym)= S 1%. 

Se as series 



(5) S x,n , S y„, 

são convergentes, a serie (4) diz -se convergente. Neste caso a somma s.^ dos seus n primeiros 
termos, isto é a somma 

n n n 

tende para um limite determinado, que se chama somma da serie (4). 



(1) Outros critérios para reconhecer a convergência das series foram dados por Ganss {WerlvCj t. iii^ 
pag. 139),' Morgan {Dif. Cal.^ London, 1836), Bertrand {Journal de Liouville, t. vjI; pag, 37), etc. 
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A respeito de convergência das series de termos imaginários vamos demonstrar os theo- 
remas seguintes : 

Theorema 1.^ — É condição necessária e suffi.ciente para que a serie (4) seja convergente, 

que a cada valor dado á quantidade positiva ^, por mais pequeno que seja^ corresponda um 
numero nj^ tal que a desegualdade 



^n-{-p ^n I 



n-]-p n-i-p 



<^ 



seja satisfeita pelos valores de n siperiores a ni^ qualquer que seja p. 

Esta proposição é uma consequência immediata do theorema 11 do n.^ 19. 

Theorema 2.° — Para que a serie (4) seja convergente^ hasta que a serie formada pelos 
módulos dos seus termos o seja. 
Com eífeito, das desegualdades 



I 00,n I < i/x^ + l/m , I ym \ < \^^'\i +y\ 

deduz-se (n.^ 22-1) c[ue, quando a serie 



(6) S \/x\ + y\ 



1 



é convergente, também são convergentes as series 



(7) ^\0Cm\^ ^\ym\' 

11 

Logo as series (5) são (n.^ 22-11) convergentes, assim como a serie (4). 

O tlieorema reciproco do precedente não é sempre verdadeiro, isto é, pôde ser conver- 
gente a serie (4) e não o ser a serie correspondente dos módulos. Ha porém um caso impor- 
tante em que esta proposição reciproca ó verdadeira, que é quando as series (7) são conver- 
gentes. Com effeito, temos 



e portanto 



V *^ mT y m *^-^\ ^m \ i \ ym \ j 



S \/x\n + y^m < S I ^m | + ^ | Um 
1 1 1 
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Quando n aiigmenta indefinidamente, o segundo membro desta desegualdade tende, por 
hypotliese, para um limite^ e o primeiro membro augmenta constantemente, sem poder exceder 
este limite. Logo tende também para um limite, e a serie (6) é portanto convergente. 

24. Series absolutamente convergentes, — As series formadas de termos cujos módulos 
formam uma serie convergente, chamam-se series absolutamente convergentes. A respeito doestas 
series vamos demonstrar o seguinte tlieorema importante, devido a Dirichlet. 

Theokema 3.° — A somma de uma serie absolutamente convergente não se altera quando se 
muda a ordem dos seus termos. 

Seja s^^ a somma dos n primeiros termos da serie dada, s a somma desta serie e s^ a 
somma dos p primeiros termos da nova serie, que resulta de mudar a ordem dos termos da 
primeira. Suppondo que se dá a p um valor sufficientemente grande para que s^ contenha 
todos os termos de 5,^, e chamando Ua^ u^^ etc. os termos que aquella somma contém a mais, 
vem 

4 = ^n + ^^oí + ^^p + • • • + '^h ? 

e portanto^ attendendo ao theorema 1.^ do n.^ 11, 

— s\ = \sn — s\ + \u\-\-\u\-\-,.,-\-\up\ 



V I <r 



a 



< Un — í»' I + I lhi-\-i i + ^%4-2 I 



Por ser convergente a serie E |^^^i|, o segundo membro desta desegualdade tende para 

1 
zero quando n tende para o infinito ; logo Sp tende para o limite 5, quando ;p tende para o in- 
finito. 

No que precede suppozemos que cada termo occupa, depois de feita a mudança da ordem 
dos termos da serie, um iogar tal que a diíFerença entre os números que indicam a sua ordem 
antes e depois da mudança seja finita. Supponhamos agora que se agrupam separadamente 
os termos da serie^ em numero infinito, que satisfazem a determinadas condições, e sejam 
5^^), 5^^*, s^^),. . . as sommas das novas series assim formadas. Dando a p um valor sufíiciente- 
mente grande para que s(^) + ^^^^ + - • .+ s^» contenha todos os termos de 5„, temos, como no 
caso anterior, a desegualdade 

a qual faz ver que a somma s(^)+5(^) + . . . + s^^^ tende para o limite s, quando p tende para 
o infinito. 
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COKOLLARIO. — Em qualquer serie formada de termos reaes pôde alterar-se a ordem das 
parcellas^ sem mudar o valor da serie^ se^ dando a todos os termos da serie o signal -\-j resultar 
Uma serie convergente. 

Nota. — A respeito do theorema que precede faremos a seguinte observação: 
Se a serie proposta não for absolutamente convergente, não se pode mudar a ordem dos 
seus termos, porque d'esta mudança podem provir ou novas series convergentes com valores 
differentes da primeira ou series divergentes. E o que se vê no exemplo (^): 

^-^ 2+y T+^ ^+--- 

Com effeito, dando outra disposição aos termos d'esta serie, vem, rep)'esentando por n 
um nuraero impar, 

2\ 2 , /2 2\ 2 , , /2 2\ 2 



/„ i?\ 2 , /2 2\ 2 , , /2 2\ 



n 2nj 2n + 2 ' "" 

2^3 4 ^ 2 

Accrescentaremos ao que precede que as series que não são absolutamente convergentes 
' são chamadas por alguns auctores semi-conver g entes ; que se pode dar, como mostrou Rie- 
mann (^), aos termos de qualquer serie semi-convergente uma ordem tal que a somma da 
nova serie tome um valor arbitrariamente dado; e finalmente que é sempre possível, segundo 
notou Ed. Weyr (^), reunir os termos d'aquella serie em grupos que formem uma serie abso- 
lutamente convergente. 

25« Operaqoes sohre series, — Passando agora ás operações sobre series, demonstraremos 
a este respeito os dous theoremas seguintes, devidos a Gauchy (1. c.) : 

Theorema 4:.^ — Se as series 

Ui +1Í2+. . . + !%+. . ., 
V{-\-V<2,+. , .-\-Vn-^. . . 

forem convergentes e se as suas sommas forem s e s' ^ também a serie cujo termo geral é Un-f-^^n 
será convergente^ e a sua somma será egual a s-\-s'. 



(i) Longcliamps : Algebre (Paris^ 1889)^ pag. 16G. 
(2) Riemann : Oeuvres completes^ (Paris, pag. 234). 
(^) Ed. Weyr: Deux remarques relatives aux séries (Jornal de Sciencias Mathematicas^ t. viii). 
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Com eíFeito, a somma dos n primeiros termos da nova serie é 



n n 

Z Un + 2 
1 1 



2^U^l~\~ 1j V^y 



e esta somma tende para o limite s-{-s', 

TheOREMa 5.° — Se as series precedentes foicem absolutamente convergentes^ a serie 

!Ui Vi ~\- (ui v^4-u^vi)-{-, . . 
+ (U{ Vn-{-U^Vn-i+. . . + UnVi)+. . . 

é convergente e a sua somma é egual ao producto ss' das sommas das series consideradas (^). 
Como as series propostas são^, por hypothese, absolutamente convergentes, as series 

I wi I + 1 ^^2 I + I ^^3 I + . . . 5 I ^'] I + I ^^2 i + I ^^3 I + . . . 

são convergentes. Sejam pois S e S^ as suas sommas e c^ a somma dos n primeiros termos 
da serie 

h^i 1 I vi I + ( I lí^i I I i;2 I + I W2 I 1 1^1 I ) + . . . 

+ ( í ^1 I 1 ^íi I + I ^2 I 1 Vn^i I +. . . + ] t^w I I Vi .| ) +. . . 

Teremos a desegualdade 

<^n=\ui\[\Vi\-\-\v<^\-\-, . ,-\-\Vn\] 



<|^^liS^ + |^^2|S'+...+ lw^|S'<SS^ 



a qual mostra que a^ tende para um limite (n.^ 14-1.^), quando n tende para o infinito, e por- 
tanto que a serie anterior é convergente. 

Vê-se pois que a serie (A) é absolutamente convergente. Para achar a sua somma, basta 
dispor os seus termos do modo seguinte (n.^ 24): 



(^) Veja-se no tomo cxxix, pág. 182, do Jornal dt Crelle^ uma extensão d'este theorema, devida a Mertens. 
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para concluir que esta somma é egual ao producto 

cujo valor é ss', 

2@« Series cujos termos dependem de uma variável. — Consideremos ainda a serie 

e supponhamos que os seus valores dependem de uma variável 2, egual a x^iy^ que toma um 
numero infinito de valores^ z' ^ z" , z" ^ etc. 

Se esta serie é convergente nos pontos z' ^ z" ^ etc, a cada valor da quantidade positiva § 
e a cada valor de z corresponde um numero ni, tal que é (n.^ 23-1.^) 

I Sn-^p —Sn I = \Un-^i + • • • + ^^'n-\-p \ < ^,? 

quando n>?2i, qualquer que seja^. 

Se a todos os valores de z considerados corresponde o mesmo valor de ?2i, diz-se que a 
serie é uniformemente convergente nos pontos z^ ^ z^\ etc, 

Se os valores de z considerados sao representados geometricamente pelos pontos de uma 
linha ou de uma área dada, díz-se que a serie é uniformemente convergente na linha ou na 
área dada. Se é ?/'=0 e os valores z\ z'\ etc. representam todos os valores de z desde um 
numero A até um numero B, diz-se que a serie é uniformemente convergente no intervallo de 
A a B. 

Chamando s a somma da serie considerada, s^ a somma dos n primeiros termos e E^ a 
somma dos restantes, e fazendo tender na desegualdade precedente p para o infinito, temos, 
quando a serie é uniformemente convergente, 

quando ti > 721, qualquer que seja z. 

Eeciprocamente, se a serie proposta for convergente e a cada valor de ^ corresponder um 
numero ni tal que seja \ R^^ | < ^^ quando n^ni^ qualquer que seja z, a serie é uniformemente 
convergente. Com eífeito, das desegualdades 

i Rn I = I 5 — ^n I < ^5 I í^«+iJ ! -■= I '^ — ^n-\-p I < ^7 

que têem logar, por hypothese, quando n>?ii, tira-se a desegualdade 
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que tem logar também quando ny>nij qualquer que seja z^ e que mostra portanto que a serie 
é uniformemente convergente. 

I. TheoREMA 6.^ — Se os módulos (ou os valores absolutos) dos termos da serie joroposia 
forem^ qualquer que seja z^ inferiores aos termos correspondentes de uma serie convergente^ com- 
posta de termos positivos constantes ^ a serie proposta é uniformemente convergente. 

Com eífeitOj sendo si, s-2; £3? • • . os termos d'esta ultima serie, temos, para todos os valores 
de z considerados; 

I ^«+1 + • • • + %i+i) I < I ^^n-l-l i + • • • + 1 ^^nM^ I < £«-1-1 + £íz+2 + • • • + ^n-f-i? • . 

Mas, por hypotliese, a cada valor de ^ corresponde um numero 721, tal que é 

£n+l + £«+2 + . . . + ^n+p < ^; 

quando n> ??i. 
Logo é também 

I ^«K+l + ^^n+2 + • • • + ^^n+p I < ^; 

quando ?z>7ii, qualquer que seja z^ e a serie Sz^j^ é portanto uniformemente convergente. 

II. Para se ver um exemplo de uma serie que, sendo convergente, não é todavia uni- 
formemente convergente, consideremos a expressão 

(X — x)x + {l—x)x'- + . . .+ (1— ÍC)ÍC'^+. . ., 

onde suppomos que x é real e que varia desde O até 1. Neste intervallo esta serie é conver- 
gente, mas não é uniformemente convergente, porque a desegualdade 

I R,^ j = (1 — íc)íc«+i + (1 —x) íc^+2_^. . . = í«^+i < ^ 
1 
dá íc<^""^ <1, quando ^<1; e portanto vê-se que não existe valor algum finito de n tal 
que aquella desegualdade seja satisfeita por todos os valores de x comprehendidos entre O e 1. 

27. Consideremos agora as series ordenadas segundo as potencias de uma variável, isto 
é as series da forma 

(8) S C.n^m') Z^X + iy., 

e demonstremos os seguintes theoremas, devidos a Abel: 

Theorema 7.° — Se existir um numero positivo a, que^ substituído em (8) no logar do mó- 

a 
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dulo de Zy torne os módulos de todos os termos da serie inferiores a uma quantidade finita B^ 
a serie (8) é absolutamente convergente^ quando \z\<^a. 

Seja Zi um valor de z de módulo menor do que a. Por ser, por hypotliese, |c„j|a^^^<B, 
temos 



|c,J|^i|^<B 



^ portanto os termos da serie 






Zi 



são menores do que os termos correspondentes da progressão 



S B 



Logo aquella serie é (n.*^ 22-1 e 11) absolutamente convergente. 

Nota. — O tlieorema que vimos de considerar mostra que todos os valores de 1^1 podem 
ser divididos em dois grupos, separados por um numero R^ o primeiro compostos dos valores 
de I ^ I para os quaes a serie (8) é convergente, e o segundo composto dos valores de | ^ | para 
os quaes esta serie é divergente. Os números do primeiro grupo são menores do que R e os 
números do segundo grupo são maiores do que R. Como os valores de z^ cujo módulo é menor 
do que R, são representados (n.° 12) pelos pontos do interior de um circulo de raio R com 
o centro na origem das coordenadas, vê-se que a serie (8) é convergente quando z representa 
um ponto interior a este circulo, e divergente quando z representa um ponto exterior. A 
este circulo, cuja consideração é devida a Cauchj, cliama-se circulo de convergência da serie 
(8). 

O theorerna precedente nada diz relativamente á convergência ou divergência da serie (8), 
quando z representa pontos collocados sobre a circumferencia do circulo de convergência. 

Deve-se observar que a serie (8) pôde ser convergente somente no ponto z = Oj e 
n'este caso o raio do circulo de convergência ó nullo ; e que pôde ser convergente qualquer 
que seja o valor que se dê a 2;, e n'este caso diz-se que o raio do circulo de convergência ó 
infinito. 

O estudo das series ordenadas segundo as potencias inteiras e positivas de z — a, isto é 
o estudo das series da forma 

00 

S c,,{z-ay\ 
i 

reduz se, pondo z — a = tj ao da serie que vimos de considerar. Neste caso existe ainda um 
circulo de convergência, cujo centro é o ponto que representa a. 
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Theorema 8.° — Toda a serie ordenada segundo as jjotencias de uma variável z^ que é con- 
vergente quando \z\<^B^ é uniformemente convergente para todos os valores de z que satisfazem 
á condição [^l^p, sendo p<^i?. 

Seja 

CO 

H c.^1 2;^, z = x-{- iy 
1 
a serie proposta. 

Por ser esta serie absolutamente convergente quando \z\<CB^ a serie S | c„i | p^'^ é conver- 
gente. Temos porém, por hypothese, | c^^^ | | ^ | ^^ < | c„^ | p^. Logo a serie considerada ó, em vir- 
tude do theorema 6.^, uniformemente convergente quando |;s|^p. 

Por exemplo, a serie 



i+i^+ 



1.2 



1.2. ..« 



é convergente, qualquer que seja z, visto que a serie 



H-IH+ÍÍ+- 



1.2. ..í 



ó sempre convergente. Logo o raio do circulo de convergência d'aquella serie é infinito, e a 
serie é absoluta e. uniformemente convergente em uma área qualquer. 
Gomo segundo exemplo consideremos a serie 



1+- — 2- 
J .y 



1.2TÍT+n 



a(a+l)...(«+n-l)p(p + l ).. (p+n-1) ,^ ^ 

1.2...ny(x+l)...(Y + n-l) ^ ' ••• 



e supponhamos que a, p, y sao constantes. 
A serie correspondente dos módulos é 



1 + 



a.p 



1. 



iH + 



a(a+l)p(p4-l) 



1.2-í(T+l) 



2|2+... 



«(«+ 1). . .(a + 7i-l)p(p + l). . .(p + n_r 



1.2...7it(t+1)...(T+«-1) 
e a razão de dois termos consecutivos 

M„+i| (a + ?i — l)(|3 + n— 1) 



Í2|" + ..-, 



« (T + n — 1) 



1+^^1(1 



1 



T-1 
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tende para | z |, quando n augmenta indefinidamente. Logo esta serie é convergente (n.^ 22-III) 
quando |^|<1, e divergente quando |^|>1. 

Logo o raio do circulo de convergência da serie considerada é egual á unidade, e a serie 
é absoluta e uniformemente convergente em qualquer área comprehendida dentro d'este 
circulo. 

A serie precedente, que tem sido objecto de trabalhos importantes, tem o nome de serie 
liyjyev geométrica. 

Nota. É conveniente observar que, como coroUario dos theoremas 7.° e 8.°, se conclue, 
pondo ^ = O, que os valores de x para os quaes a , serie de termos reaes S c^,^ x^ é conver- 
gentCj estão comprehendidos entre dois números eguaes e de signal contrario, — R e R, e 
que esta serie ó absoluta e uniformemente convergente em qualquer intervallo (— p, p), tal 
que seja p <<R. 

28o Series dujplas. — Dá-se o nome de series duplas ás sommas S^^(^^^) cujos termos se 
formam dando em it,J"^) a m e n uma infinidade de valores inteiros, positivos ou negativos. 

Se dispozermos estes termos uns adiante dos outros, segundo uma ordem tal que não dê 
iogar a omissão alguma, obtem-se uma serie simples. Se esta serie for absolutamente con- 
vergente, a serie dupla diz se também absolutameiíce convergente. Neste caso podemos mudar 
a ordem dos termos da serie simples (n.*^ 24), sem alterar a sua somma; e, como cada mu- 
dança no modo de disposição dos termos da serie dupla, para formar nova serie simples, cor- 
responde a uma mudança no modo de disposição dos termos da serie dupla primeiramente 
formada, vê-se que todas as series simples, a que dá origem a serie dupla, teem a mesma 
somma. Esta somma é, por definição, a somma da serie dupla considerada. 

Para ter o exemplo de uma distribuição dos termos da serie dupla, para formar uma serie 
simples, basta, quando n e m são positivos, ordenar os termos da serie dupla segundo a 
ordem crescente das sommas m-\-n e, em cada grupo assim formado, segundo a ordem 
crescente de m; o que dá 

Como esta serie é, por hypothese, absolutamente convergente, podemos dispor os seus 
termos do modo seguinte (n.^ 24): 

+ ......... 
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OU do modo seguinte: 



Representando por s^^\ s^^^, ... as sommas das series que formam as linhas do primeiro 
quadro, por sq, si, ^2, ... as sommas das series que formam as linhas do segundo quadro, e 
por S a somma da serie dupla^ temos 

e 

S =Si +íf2+S3-r. . . 

Para considerar o caso de m e n representarem números inteiros, positivos e negativos, 
basta applicar o que precede á serie dupla 

onde n e m são positivos. 

Terminaremos o que temos a dizer sobre as series duplas pelo seguinte theorema, de que 
se faz muitas vezes uso(^): 

Se as series 



forem convergentes, assim como a serie 

ao + Gií + a^ + . . . , 

a serie dupla S t^^^^") é absolutamente convergente. 

Com eífeito, dispondo os termos da serie S ] i^^^^^) | de modo a formar uma serie simples, 
a somma dos t primeiros termos d'esta serie cresce constantemente com í, sem poder exceder 
a somma da serie S a^. Logo aquella somma tende para um limite, quando t tende para o 
infinito, e a serie simples assim formada é absolutamente convergente ; a serie S i^^(^^) é por- 
tanto também absolutamente convergente. 



(1) Caucliy : Cours d^Analyse; Nota 7.^^ 



Hosted by 



Google 



54 



VI 

Proíliictos infinitos 

29o Gonsidereaios agora as expressões da forma 

em que o numero de factores ó infinito, que, empregando o signal II para representar pro- 
ductosj podemos escrever do modo seguinte: 

A cada expressão da forma precedente chama-se um producto infinito; e diz-se que este 
producto é convergente, se o producto 



II (1 + 



Gjw 



Wl=l 



dos n primeiros factores tende para um limite determinado, quando n tende para o infinito. 
Este limite é o valor do producto infinito (*). 

I, Antes de procurar as condições de convergência do producto (1), vamos demonstrar o 
seguinte lemma, de que teremos de fazer uso: 

A média geométrica dos números A, B, C, etc. é sempre menor do que a média ariíhmetica 
dos mesmos números. 

Esta proposição é devida a Cauchy e foi demonstrada por este eminente geometra do 
modo que vamos expor p). 



(') Os productos infinitos foram considerados pela primeira vez por Wallis, que os empregou na sua 
Arithmetica infinitorum para o calculo da área do circulo, e depois por Euler, na sua admirável Introductio 
in Analysin infinitorum, publicada em 1748, o qual exprimiu por este algorithmo o seno, o coseno, etc. Foram 
em seguida usados por Jacobi, Heine, Weierstrass, etc, como se verá em diversos logares d'esta obra. As 
CO adições para se empregarem no calculo foram estudadas por Kummer [Jornal de Crelle^ t. xiii), Cauchy 
(Cours d\ínalyse. Nota O.»), Weierstrass {Jornal de Crelle^ li), etc. 

(2) Caucliy : Cours d'Analyse, Nota 2.» 
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Seja n o numero das lettras A;, B^ C^ etc. Queremos provar que é sempre 

n 
ou que é 



Ora, em primeiro logar, temos evidentemente, quando é ?2 = 2, 



2/ \2/^V2y' 
d'onde se conclue, pondo successivamente ?2 = 4, 72=8, , .., n = 2''^\ 

ABCD<fA±By /Ç+m^^/A + B+C+D 



ABCDEFGH< 



2 / V 2 y " V 4 I ' 

A + B + G + D\i /E + F + G + H\4 



< 



4 / \ 4 

A + B + C + D + E + F + G + fI\8 



9w 



Em segundo logar, se 7i não é um termo da progressão geométrica 2, 4, 8, 16, etc, 
designe-se por 2"^ um termo d'esta progressão, superior a ?2, ponha-se 

^^_ A + B + C + .. . 



e egualem-se a K as 2^^ — 72 ultimas quantidades que entram nos dois membros d'esta des- 
esrualdade. Teremos 



05 L 






ou, substituindo K pelo seu valor, 

A+B + C + . 



ABCD...< 

que é o que se queria demonstrar. 
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II. Posto isto, vamos procurar as condições de convergência do producto (1), suppondo 
primeiramente que as quantidades ai, «2, ci^^ etc. são reaes e positivas. 

Vimos de ver que a média arithmetica de p quantidades positivas é maior do que a sua 
média geométrica; portanto, sendo q d'estas quantidades eguaes a A e as restantes eguaes. a 
B, temos 

1 '—^ ^ — >A5 Bp-^, 

p I 

Pondo n'esta desegualdade 

A = l + p^, B = l, 
9. 



vem 



(i+P)í>(i+p|-)', 



ou, pondo p = 1, 



2P>(1 + ^)'. 



Temos pois, pondo y=-— >1, 



2'>l + -í>l+-j^, 



1 

2"'- 



Se fôr 0<7<1, a fórmula precedente dá, mudando y em 1 + T) 

2i+-í>H-(l + T), 
e portanto temos também n'este caso 

Em virtude d'esta desegualdade virá, pondo y = 2a,,^, 

(A) l + a,„<2^"" 

e portanto 

11 (1+ a„0 < II 2 ^''"' = 2^'"' s„ = S a„. 
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Se a serie Sa^ é convergente, a sua somma é inferior a um numero racional a, e temos 

ll(l+a«)<2^ ; 

u 

portanto II (1 + am) tende para um limite determinado, quando n augmenta(n.^ 14-1.^) inde- 

íinidamente. 

A demonstração que precede só tem logar quando todas as quantidades ai, a^, etc. são 
racionaes. A conclusão porém, a que se chegou, tem ainda logar quando todas ou algumas 
doestas quantidades são irracionaes. Com efFeito, representando por 6i, Ô2, etc. números ra- 
cionaes respectivamente inferiores a «i, «2, etc. e tão próximos d'estes números quanto se 
queira, temos 

n ^ 

S b,n < S a^ < a, 
e portanto 

n 

II(1 + M<2 ' <2^\ 

m=l 

Quando &i, Sg, ©te. tendem para ai, a^, etc, e n augmenta indefinidamente, o primeiro 
membro d'esta desegualdade augmenta constantemente; logo tende (n.^ 14-1.^) para um 
limite. 

Eeciprocamente, a desegualdade 

n n n 

'm=l m=l m=l 

mostra que, se S a^n tende para 00, quando n augmenta indefinidamente, também o producto 

n i 

II (1 + ttm) tende para go. 
1 

Temos pois o seguinte : 

Theorema. É condição necessária e svfficiemte para que o producto (1) seja convergente 
que a serie Sa„^ o seja. 

30. Podemos ligar com a doutrina precedente a das potencias de grau infinito. A este 
respeito vamos considerar a expressão 
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que tem grande importância no Calculo Dífferencial^ para procurar o limite para que tende, 
quando n tende para o infinito. Supporemos que o numero n ó inteiro e positivo, reservando 
para mais tarde o caso de n representar um numero qualquer. 
A desegualdade 

ou 

(i+p/í>i+p-^ 

\ n + 1 

dá, pondo B = — p— -, y = e elevando á potencia n os seus dois membros, 

^ n~\-\ n ^ 

Logo a expressão (IH 1 augmenta indefinidamente com n. 

Por outra parte, temos, pondo am= — na desegualdade (A), 

n 



e portanto 



j \ n 

n I 



A desegualdade (B) mostra que a expressão considerada augmenta indefinidamente com 
n, e esta ultima desegualdade mostra que não pode exceder o numero 4; logo tende para um 
limite determinado, quando n tende para o infinito. Este limite, que se designa habitualmente 
pela lettra e^ tem uma grande importância na theoria dos logarithmos, como adiante se verá. 

31. Consideremos agora o producto 

^(l+^^m), 

onde wi, «2, etc. representam quantidades reaes ou imaginarias. 

O theorema demonstrado na Álgebra elementar^ relativo á multiplicação de binómios, dá 



TO=1 1 
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e do mesmo modo 



II (l + a„0=l + Sa„ 

m=l 1 



.-vai «2- . .«nj 



chamando ai, ag, eto. os módulos de wi, u^j etc. 



Suppondo agora que o producto II (1 + a„i) é convergente, a cada valor da quantidade 

1 
positiva ^ corresponde um numero ??i, tal que (n.*^ 14) 

\í (1 + a,,) - íl (1 + a,,) = S^ Oj a^. . . < ^, 

quando n>72i, qualquer que seja^. 
Mas temos 



II (1 +Um)— 11 (1 -f Wm) = S^ Zíy ^i/^ . . . 



7W=^1 



e (n.^ ll-I) 
Logo 



\^' Uj itk' ' .Í<;;S' í/y a^. . , 



n+_p 



II (1+zg-II (l+^,^) 



w=l 



m=l 



<§, 



quando n> 711, e o producto II (l-f-t/^^J é portanto (n.^ 19-11) convergente. 
Podemos pois enunciar o principio seguinte: 

00 00 

Se o producto II (1 + í/„^) é convergente^ também é convergente o producto II (1 + ?%). 

1 1 

Por exemplo, o producto 

n (i ■ 1^1 



m=i \ 1.2. . .m/ 
onde z = x~{-Í2/j é convergente, visto ser convergente a serie (n.^ 22-III) 

IH 






Logo também é convergente o producto 



II 1+^-1— 
m=i \ 1.2. , .m 
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I. No caso de ser convergente e producto II (1 + a^), o producto II (1 +^m) diz-se abso- 
lutamenfe convergente, N'este caso pôde mudar-se a ordem dos seus factores^ sem alterar o seu 
valor. Com effeitd, representando por P^j o producto dos n primeiros factores do producto 
infinito dado, por P o valor d'este producto e por P^ o producto dos s primeiros factores do 
producto infinito que resulta da mudança da ordem dos factores do, primeiro, e dando a s um 
valor sufficientemente grande para que Pi contenha todos os factores de P^, temos 

p;=P4i+^j(i+z.p)..., 

e portanto 

^|P,jSa,ap...= |P,|[(l + a^_)(l + ap)...~l]; 
o que dá 

i P;-P„ I ^ 1 P„ I [(1 +a„+i) (1 + a„+2) ... - 1]. 

CO 

MaSj por ser convergente o producto II (l + «m)j o producto infinito que entra no segundo 

1 

membro d'esta egualdade tende para a unidade, quando n tende para o infinito. Logo P5 tende 
para P, quando s tende para o infinito. 

Se o producto infinito considerado se decompozer n'outros, cujos valores sejam P(*), P'^^, 
P(^', . . ., basta substituir no calculo anterior Pg por P('^) + P^^) + . . .-|-P(^) para ver que esta 
ultima quantidade tende para P, quando s tende para o infinito. 

II. Dá-se o nome de joroductos infinitos duplos aos productos da forma 

cujos factores se formam dando em l-{-u^l"^ a. m e n uma infinidade de valores inteiros, posi- 
tivos ou negativos. 

Se dispozermos estes factores uns adiante dos outros segundo uma ordem tal que nâo dê 
logar a omissão alguma, obtem-se um producto infinito simples. Se este producto for absolu- 
tamente convergente, o producto infinito duplo diz-se absolutamente convergente, N'este caso 
o valor do producto infinito simples é sempre o mesmo, qualquer que seja a ordem pela qual 
se disponham os factores do producto duplo, para formar o producto simples, e é este valor 
que representa, por definição, o valor do producto duplo considerado. 
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VII 



Fracções continuas 



32. As fracções continuas numéricas são conhecidas desde os Elementos de Álgebra, 
onda se viu a grande importância que têem em muitas questões relativas aos números. Os 
principaes resultados lá achados têem logar no caso em que, na fracção continua 

. «1 «2 «3 

6i + ui 62 + m 03 + uz 

aij «2, etc, Z>i, 62, etc. representam polynomios ordenados segundo as potencias inteiras e 
positivas de uma variável x (^). 

I. Formando as reduzidas successivas, como no caso das fracções continuas numéricas, 
acham-se os resultados : 

^ Ni a\ 
Dl 61 

p _ N2 _ ai h 
D2 bi Ò2 + <^2 



ç^ ^_Nn^ N^_l ^, + Nn-2 ^n 
Dn l^n-i bn-^Dn—2 a^ 

Se o numero das quantidades ui^ u^^ etc. é infinito e C^ tende para um limite, quando n 
tende para infinito, a fracção continua diz-se convergente. 



(^) Os primeiros resultados relativos átheoria das funcções continuas foram achados por Cataldi, Broun- 
ker, Wallis, Huygens, etc; mas o principal fundador d'esta theoria foi Euler^ que lhe consagrou diversas 
memorias, publicadas nos tomos ix e xi dos Commentarii e nos tomos ix e xi dos Novi Commentarii da Aca- 
demia das Sciencias de S, Petersburgo, e um capitulo da sua Introductio in Analysin infinitorum. Depois 
occuparam-se das suas propriedades ou das suas applicações Lambert, Lagrange, Gauss, mais tarde Stern, 
que lhes consagrou um trabalho extenso, publicado nos tomos x e xi do Jornal de Crelle^ e, nos últimos tem- 
pos, Tchebicheíf, Stieltjes, Padé, etc. 
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II. As três reduzidas consecutivas : 






dão, por subtracção, 



Un-i ^n 

p, f-i ^n-i 'Dn-^ — Dw-1 N^_2 

v^?i— 2 — ^«—1 — =f; í^^ ' 

Un~l l^w-g 

e portanto o numerador da diíferença Cn—i — C^^ é eguaí ao numerador da diíferença 
Cw__2 — ^n—i) multiplicado por — a„; mas as primeiras reduzidas dão 

logo temos 

«1 «2 . . . a^ 

Qn-i — C„ = (— 1)''—-————' 

e portanto 

N„_i D,^ — N^ D^,_i = (— 1)^ ai «2 a3 . . . «w 

III. Este resultado permitte transformar a fracção continua n'uma serie. Com effeito, 
temos evidentemente 

Z^ = Cl-(Cl-C2)-(C2-C3)-..., 

d 'onde se segue 

ai aj ag aj ag as 



u ■- 



bi Bi D2 ' D2 D3 



O valor que se obtém sommando n termos d'esta serie é egual á reduzida de ordem n da 
fracção continua. Logo, para que a fracção continua seja convergente, é necessário e basta 
que esta serie o seja (^). 



(í) Pode ver-se outro critério para reconhecer a convergência das fracções continuas em um trabalho de 
Stern publicado no tomo xxxvii do Jornal de Crelle, 
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IV. Entre as fracções continuas contidas na forma geral (1) ha um grupo mais importante 
na Analyse^ o qual corresponde a ai = a<í = a^ = . , ,= 1 , 

A respeito d'estas fracções continuas enunciaremos os principios seguintes: 

1.° A fracção algébrica z=^ é irreductivel. 

Este principio é consequência da fórmula 

2.^ O denominador da reduzida de ordem n é um jpolynomio ordenado segundo as potencias 
inteiras e positivas de x, cujo grau é egual á somma dos graus de bi^ h^^ . . ., b^. 

Este principio é uma consequência da lei de formação dos denominadores das reduzidas 
(n.^ 32-1). 

3.*^ Se as quantidades b[^ b^^ ... são todas positivas^ D^^ tende para oo^ quando n augmenta 
indefinidamente^ e a serie precedentemente escripta é convergente^ assim como a fracção con- 
tinua considerada. 

4.^ Se u^^ tende para um limite^ quando x tende para o infinito^ a differenqa entre o valor 
de u e o da reduzida C^—i é da forma 

onde h é a somma dos graus dos polynomios T>n-i ^ D?^, A uma constante determinada e £ uma 
quantidade que tende para zero^ quando x tende para o infinito. 

Antes de demonstrar esta proposição, demonstremos o lemma seguinte: 

A fracção 

_ Aíc^ + BícH-. . . 

cujo numerador e denominador estão ordenados segundo as potencias decrescentes de x^ 

A 

tende para zero, se é a<^l^ tende para -p, se é a=:= ?^ e tende para o infinito, se é a^Z, 

quando x tende para o infinito. 
Com eífeito, se é a == Z, temos 



,. A + Bíc^-« + ... A. 
hm y = hm .p — , ^^ ^„ ^ , =- -.p- ? 



se é a>Zj temos 



hm y = hm = — -, — ^r^^ 



= Go: 
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lim y = hm — .= — r-^^ r— == O. 



Posto isto, a egualdade 



N„_, N„ (_!)„ l_^(_i)„^ 1 



dá, quando se muda \ em J^ + w,^, 



Temos pois a egualdade 

da qual se deduz, dividindo os dois termos da fracção que entra no segundo membro por íc'^, 
fazendo tender x para o infinito e attendendo a que — ^-! — - tende para um limite determi- 
nado e — ^^ tende para zero, uma egualdade da forma 

lim cc^ (u — C^—i) = A, 

da qual se tira o theorema enunciado. 

N 
Õ.° Se — - re]oresentar uma fracção irreductivel^ cujo numerador e denominador sejam 

polynomios ordenados segundo as potencias inteiras e positivas de x e cujo denominador seja 
do grau a.^ e se existir um numero m,^ maior do que 2a, tal que seja 

(3) «-S-=Ír(B + 3'), 

B sendo tema quantidade constante e 2! uma quantidade que tenda para zero^ quando x tende 

'para o injinito^ a fracção ^r ^ egual á reduzida C^_i da fracção continua u^ no caso de u^ 

tender para um limite^ quando x tende para o infinito. 

Sejam a^_i e o.n os graus dos denominadores D^_i e D,^ de duas reduzidas consecutivas 
da fracção continua considerada, taes que a„_i ^a e o(„>o(, e potiha-se a-{-an-i = s. 
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As egualdades (2) e (3) dão 

e portanto, fazendo tender x para o infinito e notando que é s<A;, s~^2a<^m, 



lim — ^ TTT^ — = 0. 



Temos pois 

porque, se esta egualdade nao tivesse lo^^ar, o grau do numerador da fracção precedente 
seria egiial ou superior ao grau do denominador, e o limite da fracção não podia ser egual a 
zero, em virtude do lemma anteriormente demonstrado. 
Logo 

5 



D D„_i 

que é o que se queria demonstrar. 

33. A theoria das fracções continuas algébricas tem a sua principal applicação no pro- 
blema que consiste em procurar^ sendo dada a serie convergente 

onde Ao representa um polynomio ordenado segundo as potencias inteiras e positivas de a;, 
uma serie de fracções iri-eductiveis 

Dl' Dâ' •■■' D„_i' •■• 
taes que, sendo a o grau de D„,_,i, seja 

N„_i 1 



D„_i x* 



(A + s), 



representando por A uma constante, por 'k um numero inteiro maior do que 2c( e por s uma 
variável que tende para zero, quando x tfude para o infinito. Para resolver esta questão, 
vamos primeiramente desenvolver ii em fracção continua. 

I 



Hosted by 



Google 



66 



Pondo, para isso, 

A , 1 1 

u = Ao+ — , V-- 



V Cl C2 , 

■ + "~9+ • • • 

X x^ 

e suppondo que c^ é o primeiro dos coefficientes ci, C2, C3, ... que não é nullo, teremos, 
effectuando a divisão, um resultado da forma 

di dl d^ 

onde Al representa um polynomio ordenado segundo as potencias inteiras e positivas de x^ 
do grau ^. 

Temos depois 

1 1 

'^1 r/l ^ d% , (^3 , 

e portanto, suppondo que d^ é o primeiro dos coefficientes d{^ c?2, ... que não é nullo, e 
representando por K% um polynomio ordenado segundo as potencias inteiras e positivas de x^ 
do grauj, 

Al ^í _L ^2 1 63 

' rfi r/iu /7-.0 

it/ «A>' tA/ 

Continuando do mesmo modo, obtem-se o desenvolvimento de u em fracção continua: 

A , 1 1 1 

W = Ao + -r . , Ui == — 1 , . . . , lí.a_l = -T — -— • 

Como Un tende para zero, quando x tende para o infinito, e os graus de D,^_.i e Dn são 
o primeiro egual a a è o segundo maior do que a, as convergentes d'esta fracção contínua 
satisfazem (n.° 32-4.^) á questão proposta, e são as únicas fracções (n.° 32-5,^) que lhe 
satisfazem. 

A transformação das series em fracções continuas foi feita pela primeira vez por Euler. 
A que vimos de considerar tem applicações importantes em um trabalho de Gauss sobre a 
quadratura approximada das curvas e em alguns trabalhos de Tchebicheff, Laguerre, Stieltjes, 
etc. 
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CAPITULO II 

F*rincipio!S gex^aes cia tlxoox^ia das fixncçôes. 

Fxxixcooes algolbr*icas, logax^itliixiioas, etc. 



Princípios ^eraes 



34. Fimcções de variáveis reaes. — Se duas quantidades reaes variáveis x e y estão li- 
gadas de tal modo que os valores da segunda dependem dos valores da primeira, diz-se que, 
y é funcção de x. Assim, por exemplo, a% senct?^ cc"^, etc. sao funcções de x. Para designar 
que y ó funcção de x^ emprega-se qualquer das notações 

y=f{^)^ 2/^F(í^), y=-o(x), etc. 

Os valores que tomam as funcções /(íc), F (íc), etc, quando á variável cc se dá o valor 
determinado a^ representam-se por /'(a), F(a), etc. 

A variável x chama-se variável iyidependenfe e á variável y variável deijendente, A variável 
independente pode representar qualquer numero de coUecção geral dos números, ou qualquer 
numero de uma collecção especial, como, por exemplo, da collecção dos números com- 
prehendidos entre A e B, etc. Os valores de y ficam determinados quando x é dado. 

Uma funcção /(íc) diz-se definida no intervallo de x = a sl x = bj, quando a todo o valor 
que se dá a Xj, desde a até h^ corresponde um valor único da funcção. 

Uma funcção diz-se definida na visinhança do ponto x = a^ quando existe um numero p, tal 
que a funcção ó definida no intervallo de x==a — p a x = a-\-^. 

Nas definições e enunciados dos theoremas geraes, relativos ás funcções, supporemos sempre 
que a cada valor de x corresponde um só valor da funcção. Para depois se applicarem estes 
princípios ás funcções que tomam muitos valores para cada valor de x, ó necessário primeira- 
# 
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mente separar aquelles valores de modo a formar novas funcções, taes que a cada valor de x 
corresponda um só valor de cada uma. As novas funcções assim formadas chamam-se ramos 
da primeira. 

Deve- se observar que esta separação não se faz de uma maneira arbitraria; deve ser feita 
de tal modo que as novas funcções tenham as qualidades geraes que iremos attribuindo ás 
funcções de que nos occuparmos. 

35. Principiaremos o estudo geral das funcções demonstrando o theorema seguinte, 
devido a Weierstrass: 

Se os valores da funcção f(x)^ correspondentes aos valores que toma x desde x = a até 
x = ^^ estão todos comprehendidos entre dois números a e h^ existe sempre um num.ero L, tal 
que os valores de f{x) não podem ser superiores a Jj e tal que^ ou L representa um valor de 
f{x), ou entre L é L — ^ existe sempre algum dos valores de f(x)^ por mais pequeno que seja 
^; e existe sempre um numero l^ tal que os valores de f(x) não podem ser inferiores ale tal 
que^ ou l representa um valor de f{x)^ ou entre l e l-\-^ existe sempre algum dos valores de 

Supponhamos que è b^^a e dividamos o intervallo entre a e h em dois intervallos eguaes, 
o que dá os números 

a, a + — -— 5 6, 

e sejam ai o ultimo doestes três números que f(x) chega a exceder, quando x varia desde a 
até p, e &i o primeiro que /(.r) não pode exceder. Temos 

b—a ^77 ^— ^ 

ai = a^ bi=a + —Yy — <Co^ 6i — ai = — ~ — ? 



quando f(x) não pode exceder a-\ — , e 



, b — a , , , b — a 

«i=«-i ^ — >a, b{ = b, 6i— ai = — ^r— ? 



quando f{x) chega a exceder a-\ — 

Dividamos em seguida o intervallo entre «i e bi em dois intervallos eguaes, o que dá os 
números 

bi — ai 
«1? cii-] ^ , Í>1, 
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e sejam ^2 o ultimo d'estes números que f(x) chega a exceder e &2 o primeiro que f{x) não 
pode exceder. Temos 

hi — «1 h — a 



«2 



^ai, &2<6i, h^2 — ci^--= o 



22 
Continuando do mesmo modo, obtem-se um grupo de números crescentes 

a, «1, «2? • • • 5 '^uj ♦ • • j 

que f{x) chega a exceder, e um grupo de números decrescentes 

è, &i, &2, . . ., 6íi? . . ., 

que f{x) não pode exceder, taes que 

h — a 



2n 

Os números a^ ai, «2? etc. tendem para um numero racional ou irracional L; e, como a 
differença h^ — a^ tende para zero, quando n tende para o infinito, segue-se que os números 
h, &i, 02, etc. tendem também para o limite L. Como porém f(x) não pode exceder os nú- 
meros S, 6i, &25 Btc, esta funcção não pode exceder L; e, como, por outra parte, temos 

L —f{x) < L — a^ < Òn — «n; 
OU 

T n/ \ b — a 

L-/(a.)<^— , 

OU, dando a n um valor tão grande que seja <<5, 

L-/(^)<ã, 

vê-se que/(aí) chega a exceder L — Ò, quando x varia desde a até [3, por mais pequeno que 
seja 8, O' que é a primeira parte do theorema. 

Do mesmo modo se demonstra a existência de um numero l que satisfaz ás condições do 
theorema. 

Aos números L e Z chama-se respectivamente limite superior e limite inferior dos valores 
considerados da funcção. 

Nota. E fácil de ver que o theorema precedente tem logar no caso mais geral de se 
considerar, em logar de uma funcção, um grupo qualquer de números comprehendidos entre 
a e b. 
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36. Seja f{x) uma funcçao definida na visinhança do ponto a, Se f{a-\-h) tende para 
/(a), quando h tende para zero, e isto tem logar qualquer que seja a serie de valores pelos 
quaes passa h^ diz-se que a funcçao f{x) é continua no ponto a. Se no ponto a a funcçao 
não é continua, diz-se que é discontinua. 

D'esta definição e do que se disse no n.*^ 15-1.^ e no n.^ 16 a respeito da noção de limite 
decorrem immediatamente as seguintes proposições: 

1.*^ É condição necessária e sufficienfe para que a funcçao f{xj seja continua no ponto a, 
que a cada valor da quantidade positiva ^^ por mais pequeno que seja^ corresponda um numero 
positivo Zj, tal que a desegualdade 

(1) l/(« + Ã)-/(a)i<V 

seja satisfeita por todos os valore de h que satisfazem á condição \'}í\<^z^ 

2.^ A somma^ o producto^ o quociente (quando o divisor não é nullo no ponto a) e as raizes 

de funcções de x, continuas no ponto a^ são funcçoes de x^ continuas no mesmo ponto. 

Com eífeito, sendo <^{x) e ^{x) estas funcções e f{x) a sua somma, temos (n.*^ 16-1.*^) 

lim/(a + ^) = limcp [a-^h)-\-\\m^ [a-{-h)==(i^{a) -{- ^ {a) = f (a) , 

h^O h=0 h=0 : , : 

Do mesmo modo se demonstram os theoremas relativos ao producto, ao quociente e á 
raiz, baseando-se nos theoremas 2.^, 3.*^ e 4.^ do n.^ 16. 

3.° Se y = (^ (x) representa uma funcçao continua de x no ponto a ez^=^{y) uma funcçao 
continua de y no ponto ô, correspondente a x = a, a funcçao de funcçao ^ = c{> [(p (íc)] é con- 
tinua no ponto x = a. 

Com effeito, quando x tende para a^ ^ tende para h^ e z tende para ^(&), e portanto para 
^[íp(a)], visto ser 4^ (^) = ^-[? (<^)J. 

37. Os theoremas seguintes dão propriedades importantes das funoções continuas: 

TheOREMA 1.'^ Se a funcçao f{x) for continua em todos os pontos^ desde x = a até x = hy, 
e se f{a) e f(b) tiverem signaes contrários^ entre a e b existe p do menos uma raiz da equação 
/(í^)=:0 (Cauchy). 

Supponhamos h^a e dividamos o iutervallo de x—a a x=^h em duas partes eguaes, o 
que dá os números 

o y a H ^ — , o. 



• Se o segundo numero annullar a funcçao, está o theorema verificado. íío caso contrario, 
representando por ai e Z>i dois d'estes números que sejam consecutivos e dêem á funcçao' 
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signaes contrários, temos 

A I ^ — ^ ^-L 7 h—a 

ai = a^ Oi==a-\ ~ — <;6, 61— ai= — - — 5 

quando a e a-j — -^j— dão á funcçao signaes contrários, e 

«i=«H õ~~>^O^i = c), 61 — ai = — ~ — ? 

no caso contrario. 

Dividamos do mesmo modo o intervallo de íc=ai a íi?=5i em dois intervallos eguaes, o 
que dá o números 

61 — ai 
cíi, ai-i g — , 61, 

e chamemos as e 6-2 os dois números consecutivos d'este grupo que dão a/(cc) signaes con- 
trários ; temos 

N. 7 m 7 7 &1 — ai & — a 

a^^ai^ 62<;6i, 62 — «2 = — ^ — -= 02 ' 

Continuando do mesmo modo, obtem-se um grupo 

aij a2j • • • 5 ^n^ • • • 

de números crescentes e um grupo 

&i, &2, .•.?&«, • • • • 

de números descrecentes, maiores do que os números do grupo anterior e taes que 

, h — a 



T 

Os números do primeiro grupo tendem para um numero racional ou irracional c; e, por 
ser a funcçao /(íc) contínua no intervallo de cc = a a cc = 6^ os números /(ai), /(as), etc. 
devem tender para um limite /(c), que deve ser nullo ou ter o mesmo signal que estes 
números (n.° 13-3.°). 

Os números 615 62, etc. tendendo também para c, os números / (^1), /(^s), etc. tendem 
também para um limite /(c), que deve ser nullq ou ter o mesmo signal que estes números. 

Mas /(c) não pode ter ao mesmo tempo o signal de /(«„) e de /(&„), porque estes 
números têem signaes contrários; logo/(c) = 0. 
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Theorkma 2.*' Se a funcção f{x) é continua em todos os pontos j, desde x = a até x = hj, e 
A e B são dois valores de f{x), corresjpondenfes aos valores a e h de x^ /(^) p^^íssa por todos 
os valores comprehendidos entre A e B, quando x varia desde a até b. 

Com effeito, sendo C um valor comprehendido entre A e B e portanto A>C>B, as 
quantidades /(a) — C ef(h) — C têem signaes contrários; logo existe um valor xi de íc, com- 
prehendido entre a e b (theorema 1.*'), tal que é f{xi) — C = 0. 

Theorema 3.*^ jSe a funcção f(x) for continua no intervallo de x = a a x = b^ incluindo a 
e b^ existe um limite superior e um limite inferior dos valores que ella tem neste intervallo, e estes 
limites representam valores da funcção (Weierstrass). 

É evidente que, se f{x) não tivesse limite superior no intervallo de íc = a a a? = 5, também 
não teria limite superior n'um pelo menos dos intervallos que resultam de dividir aquelle em 
duas partes iguaes ; e que, se f(x) tiver limite superior no intervallo considerado, este limite 
coincide com o limite superior correspondente a um (ai a b{) dos intervallos parciaes. 
Continuando depois, como na demonstração do theorema 1.^, é fácil dever que, se não 
existir limite superior, haverá dois grupos de números 

ai, as, . . ., a„, . . ., 
&i, 62, . , ., 5„, . . ., 

que tenderão para o mesmo limite c, taes que não existirá limite superior dos valores que 
iom^ f{x), quaado x varia desde a„ até &„; e que, se existir um limite superior L, este 
numero será também o limite superior dos valores que toma /(cc), quando x varia desde a„ 
até &„. 

Mas, por ser a funcção f{x) contínua no ponto c, a cada valor de ^ corresponde um 
numero positivo Ai, tal que a desegualdade 

|/(c + Â)-/(c)|<5 

é satisfeita pelos valores de h comprehendidos entre — lii e Ai. Logo, dando a n um valor 
tão grande que a„ e ò„ fiquem comprehendidos entre c — Ai e c + Ai, vê-se que é 

|/(.^)-/(c)|<8, 

quando x está comprehendido entre a„ e ò„, e portanto que f(x) está comprehendido entre 
/(c) + ^ ^f{c) — l. Existe pois um limite superior a L (n.^ 35) dos valores que toma/(ír), 
quando x varia desde a até b. 

Para mostrar que este limite ó um valor de /(cc), basta notar que, por ser também L o 
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limite superior dos valores que toma /(íc), quando x varia desde a^ até 5„, temos para alguns 
d'estes valores de x^ por definição (n.^ 35), 

por mais pequeno que seja t\ e portanto 

/(c) + §>L-ã'; 

que dá, fazendo tender ^ e ^' para zero, /(c) = L, visto que /(c) nâo pode ser maior do 
que L. 

Por um raciocinio semelhante se demo.nstra a parte do theorèma que se refere ao limite 
inferior. 

Theokema 4.^ >8(3 a funcqão fix) for continua em todos os pontos desde x = a até íc = 6, 
incluindo a e hy a cada valor da quantidade positiva ^j^ por mais pequeno que seja j, corresponde 
um valor e, tal que a desegualdade 

\f{x')-f{x)\<h 

é satisfeita por todos aquelles valores de x e x! ^ pertencentes ao intervallo considerado, cuja 
ãifferença é menor , em valor absoluto^ do que £ (Gr. Cantor). 

Com eíFeito, se o theorèma não tivesse logar, também não teria logar n'um, pelo menos, 
dos intervciUos que resultam de dividir o intervallo de x = a a x = h em duas partes eguaes 
por meio dos números 

a, a + —^, h; 

porque, se o theorèma tivesse logar nos dois intervallos, teriamos, representando por X{ e íc', 
dois valores de x pertencentes ao primeiro intervallo, por x<i e íCs dois valores de x perten- 
centes ao segundo e por a o valor que tem x no ponto de separação dos dois intervallos, 

\fix,) -f (X;) 1 < ã, 1/(4) -f{x,) I < S, 

1/(0.,) -/ («)!<-§, 1/(0..) - f(a) I < 1 ã, 

quando \x[—Xi\<^ si, \x^ — x^\<e^, | íci — cc | < £3, | í^s — oí | < £4, e, por ser 
\f{x,) -f (Xi) \^\f (Xi) -f (a) I + 1/ fe) -/ (a) I < ã, 
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as condições do theorema verificavam-se em todo o intervallo de x = a si x==b dando a 3 o 
.menor dos valores si, £2, £3, £4. 

Chamando ai e hi as extremidades d'aquelle dos intervallos precedentes no qual o theo- 
rema não teria logar^ vê-se que o theorema também não deveria ter logar n'um pelo menos 
dos intervallos parciaes que resultam de dividir o intervallo x = ai a x==bi em duas partes 
eguaes por meio dos números 

hi —ai 
a[, aiH 5 61. 



Continuando do mesmo modo, como lia demonstração do theorema 1.*^, é fácil de ver que, 
«e o theorema não fosse verdadeiro, haveria dois grupos de números 

«1, «2, . . . , an^ . . . , 

<jue tenderiam para o limite c^ taes que o theorema não seria também verdadeiro no inter- 
vallo de x = an Si x = i^' 

Mas, por ser a funcção/(cc) continua no ponto c^ a cada valor §, por mais pequeno que 
seja, corresponde um valor ^i, tal que é 

i/(c + A)-/(c)|<Í-ã, 

quando h está comprehendido entre — /zi e + ^^^i- Logo, dando a n um valor tão grande que 
€í„ e 6„ fiquem comprehendidos entre c — Jii e c-f /zi, a desegualdade 

é satisfeita por todos os valores de x comprehendidos entre a„ e &„. Chamando pois x' um 
valor de x comprehendido entre estes números, temos 

Doesta desegualdade e da anterior tira-se (n.^ 11) a desegualdade 

1/(^0-/ (■«)!<l/(^')-/(c)l + l/H-/(c)l<5, 
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que é satisfeita por todos os valores de x e ãe x' comprehendidos entre «„ e ò^^. Logo o 
theorema tem logar para o intervallo de x = a,^ a x=b,^^ e portanto também tem logar para 
o intervallo de x = a a x = b, 

38o Se uma quautidade variável ^^ depende de outras variáveis x^, y^, etc, diz-se que it 
é funcçao das variáveis x^ y^ etc. e escreve-se 

. ^^ =/(^^ Vi • • • ). ^^ = F (^^ 3/5 • • • )? ^tc. 

A funcçao /(íc^ ?/^ . . .), definida na visinliança dos pontos x = a^ y = ^^ ^tc, diz-se co?2- 
tinua no ponto [a^ h, c, . . .), se f{a-\-h^ h-\~hy . . .) tende para/(a^ h^ . . .), quando li^ k^ 
etc. tendem para zero, e isto tem logar qualquer que seja o modo como estas quantidades 
tendam para zero. 

E fácil de estender os theoremas que demonstrámos nos números anteriores para as 
funcçoes de uma variável, ao caso das funcçoes de muitas variáveis. Assim temos, limitando-nos 
aos theoremas de que teremos de fazer uso: 

1,^ É condição necessária e suficiente para que a funcção f(x^ y^ . . .) seja continua no 
ponto (a^ h^ • • 0^ T^^^ ^ cada valor da quantidade positiva ^^ por mais pequeno que seja^ cor- 
responda um numero £, tal que a desegualdade 

\fia + h,l> + k, ...)-f{a,h, ...)1<8 

seja satisfeita por todos os valores de li^ h^ etc. que satisfizerem ás condições | /z | < £, \k\ <£, etc. 

2.*^ A somma^ o producto^ o quociente \cpiando o divisor não é nullo no ponto {a^ h, .. .)] 
e as raizes de -funcçoes continuas no ponto {a^ h, . . .) são funcçoes de x^ y^ etc.j, continuas no 
mesmo ponto. 

Estes dois princípios sao corollarios dos principies a que nos referimos no n.^ 17. 

S.*^ Se a funcção fix^ y) for continua para todos os valores de x e y o^epresentados pelos 
p)ontos de uma área limitada A (incluindo o contorno).^ existe um limite superior e um limite 
inferior dos valores que ella toma nos pontos d'essa área^ e estes limites representam valores da 
funcção. 

Sejam a e h o menor e o maior dos valores que toma x na área considerada e a' e b^ o 
menor e o maior dos valores que toma y na mesma área, e tracemos as duas pa^rallelas aos 

eixos coordenados cujas equações são x = — (a-\-b)^ y="^ (<^' + ^0> ^^ quaes dividem a área 

em quatro novas áreas. Se a funcçao fix^ y) não tiver limite superior na área A, também o 
não tem n'uma pelo menos das ])artes em que se dividiu esta área; e, se a funcção f^x^ y) 
tiver limite superior na área A, este limite coincide com o limite superior correspondente a 
uma d'estas partes de A. Seja Ai a parte de A a que vimos de nos referir, e sejam 



Hosted by 



Google 



76 



«1, «i, èi, h'i os menores e os maiores valores que tomam respectivamente x q y n'esta ultima 
área ; temos 

«1 ^ cíy hi ^ b^ CLi ^ a' ^ Vi ^ h\ hi — a-i = "õ" (^ — <^)? ^'i ~" <^'i == "9" {^' — ^0- 

Dividindo do mesmo modo a área Ai em quatro novas áreas por meio das rectas cujas 

equações são x== -^ (ai + &i), y = -^ (<^i + ^1)5 fórma-se como anteriormente uma área Ag; tal 
que, se a funcção não tiver limite superior em A, também o não tem em Ag, e, se a funcção 
tiver limite superior em A, este limite coincide com o que a funcção tem em A2 ; e temos, 
representando por a%^ a^, h% e V^ os menores e os maiores valores que tomam respectiva- 
mente íc e 2; na área A2, 



a 



i^ai, aá^aí; 62 < 6], 62<^ij 



7 hi — ai 5 — a .., 

Ô2 — «2 = — — - = --^-, 62 — ^2 



2 2"^ ' ' 2"^ 

Continuando do mesmo modo, formara-se duas series de números crescentes (ai, «2, . . ., 
a„^ . . .) e (ai, a^, . . ., a^;, . . .); e duas series de números decrescentes (61, ^2, . . .; 6^5 • • •) 
e (èi, 62, . . ., Vni • • •)? ^^^ satisfazem ás condições 

6 — ^^7,' ' ^' — *^' 

e que portanto tendem a primeira e a terceira para um limite c e a segunda e a quarta para 
um limite d; e fórma-se uma serie de áreaes Ai, A2, . . ., A,^, . . ., contendo todas no inte- 
rior o ponto (c^ d)^ taes que, se /(íT;, y) não tiver limite superior na área A, também o não 
tem na área A„^ e, se tiver um limite superior L na área A, este numero é também o limite 
superior dos valores que toma aquella funcção na área A„. N'esta área os valores de íc e y 
estão respectivamente comprebendidos entre a^ e Z>„ e entre aj^ e 5^. 

MaSj por ser a funcção f (x, y) continua no ponto (c^ d)^ a cada valor dado a â corresponde 
um numero s, tal que a desegualdade 

é satisfeita pelos valores de q:j e 3/ respectivamente comprehendidos entre c — s ec + £ ^ entre 
d — £ e (i + s; e por isso, dando a n um valor tão grande que a„ e hn fiquem comprehen- 
didos entre c — s e c + £ e a^ e òj^ fiquem comprehendidos entre d — z e á + s, a mesma des- 
egualdade é satisfeita pelos valores de cc e ?/ que representam os pontos da área A^. Logo os 
valores correspondentes de f(Xy y) estão comprehendidos entre /(c^ d) — ã e fie, d)-\-^^ e 
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existe portanto (n.^ 35) um limite superior L dos valores que f{x, y) toma na área A,^ e, 
por consequência, na área A. 

Para demonstrar que o limite, cuja existência vimos de mostrar, ó um valor da funcção 
f(xy 3/), notemos que, por ser também L o limite superior dos valores que toma fipc, y) na 
área A^^ temos, para alguns dos valores de íc e 3/ representados pelos pontos de A^^, 

/(«;,2/)>L-ã', 

por mais pequeno que seja §', e portanto 

o que dá, fazendo tender ^ e W para zero, /(c^ d) = L, visto que /(c^ d) não pode ser maior 
do que L. 

Do mesmo modo se mostra que o limite inferior existe e é um valor da funcção. 

4.^ Se a funcção f(x^ y) for continua em todos os pontos (x^ y) de uma área fechada A 
{incluindo o contorno)^ a cada valor da quantidade positiva ^ corresponde um numero e, tal 
que a desegualdade 

\fip'.y')-f{«',y)\<^ 

é satisfeita por todos os grupos de valores de (x^ y) e de (x^^ 3/'), representados pelos pontos 
da área A, que satisfazem ás condições \x — x'\<,ey \y — y^\<^e. 

Divida-se, como na demonstração do theorema anterior, a área A em quatro áreas por 

meio das rectas x = — (a + 6), y = -^ (a^-\-b'), Vê-se, como no caso das funcçoes diurna 

variável (n.° 37-4.°), que, se o theorema não tivesse logar na área A, também não teria 
logar n'uma pelo menos Ai das áreas em que se dividiu A. Continuando depois, como na 
demonstração do theorema anterior, podemos formar duas series de números (ííi, «2, ..., cfn, ...) 
e (61, &2, • . •, l>ni • • •)? ^^ tendem para um limite c, e duas series de números (aí, a^, . . ., 
ajj, . . .) e (5i, ^2, . . ., 6n), que tendem para um limite d^ taes que, se o theorema enunciado 
não fosse verdadeiro para a área A, não o seria também para a parte A^i da área A, que 
está comprehendida no rectângulo cujos lados têem as equações x^a^^, x = bn^ y = a^^ 

Mas, por ser a funcção f{x^ y) contínua no ponto {c, d)j a cada valor de ^ corresponde 
um numero £, tal que é 

quando x q y estão respectivamente comprehendidos entre c — z e c + s e entre d — se cZ-fs. 
Logo, dando a n um valor tão grande que a^ e 6„ fiquem comprehendidos entre c — £ e 
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c + £ e ali e V^^ fiquem comprehendidos entre d — £ e (í + £, a desegualdade anterior é satis- 
feita por todos os valores de íc e ?/ representados pelos pontos da área A^, o que dá, sendo 
od e y\ dois valores de et? e ^ que satisfaçam a esta condição, 



D'esta desegualdade e da anterior tira-se a desegualdade 

\fi?i.y')-S{^,y)\<\ 

que é satisfeita pelos valores de (ít?, y) e {od ^ y') que representam pontos da área A.,^. Logo 
o theorema enunciado tem logar na área A^^, e portanto também tem logar na área A. 

Do mesmo modo se demonstram os theoremas seguintes: 

5.° Se a funcção f{x^ y^ z) for continua para todos os valores de x, y e z representados 
pelos pontos de um volume limitado V (incluindo a super ficie que o limita)^ a funcção admiti e 
um limite superior e tem limite inferior dos valores que toma nos pontos doeste volume^ e estes 
limites são valores da funcção, 

6.*^ Se a funcção f{pc^ y, z) for continua em todos os pontos (x^ y^ z) de um volume limi- 
tado V (incluindo a superficie que o limita), a cada valor da quantidade positiva h corresponde 
um numero £, tal que a desegualdade 

\f{^,y',z')-fx,y,z)\<l 

è satisfeita por todos os gnipos de valores de (x, y, z) e (x' , y\ z')^ representados pelos pontos 
do volume considerado^ que satisfazem ás condições \x — íc' | <]£, \y — y'\<^z^ \z — ^' | < s. 

39e Funcções de variáveis imaginarias, — Se os valores de uma variável ií = X + iY 
dependem dos valores de outra variável z=^x^iy, diz-se que u é funcção de z, 

A funcção /(a? + ??/) diz-se continua no ponto a-^ib^ se a íuncção f [ci -\- li -\- i (ò + ^)j 
tende para / (a -|- zè), quando h q h tendem para zero, e isto teiii logar qualquer que seja o 
modo como h e k tendam para zero; ou, em outros termos (n.® 19), se X e Y são funcções 
continuas de íc e ?/. 

D 'esta definição decorre immedia ta mente que a somma, o producto e o quociente [quando 
<j) {a-\-ih) é differente de 0] de duas funcções (f (z) e (\> (2), continuas no ponto a -{-ih, é uma 
funcção de z continua no mesmo ponto. 

Com efPeito, pondo 

(p(2) = X + iY, H^) = Xi+tYi, 
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temos as relações 

tf (^) + ^^) = X + X^ + ^•(Y + Y^), 

(p {£) (j; {£) = XXi - Y Yi + ^■ (XYi + YXi), 

(p(2) _ XXi + YY .i . YXi-X Yi 
'^{z) - X? + Y? +' X?+Y-í ' 

das quaes se tira o theorema enunciado, visto que a parte independente de i e o coefíiciente 
de ^^ que entram no segundo membro de cada uma doestas relações, são (n.^ 38-2.^) funcções 
continuas de íc e ?/. 

Vó-se também, como no n.^ 36, que, se u = (d {£) representa uma funcçao continua de z 
no ponto a e í = c|) (il) uma funcçao continua de u no ponto P, correspondente a 2 = a, a 
funcçao de funcçao cj; [cp (z)] é continua no ponto z = a. 



II 



Funcções algelbricas 



40. Seja/(^) uma expressão analytica dada, dependente da variável real ou imaginaria 
z. Se, para calcular o seu valor, for necessário executar sobre 2; somente operações algébricas 
(isto é, addições, subtracções, multiplicações, elevações a potencia e extracções de raiz), em 
numero finito, a funcçao diz -se algehrica. As funcções que não são algébricas dizem-se trans- 
cendentes. 

Se a funcçao / {z) for algébrica, mas não contiver radicaes que affectem a variável z^ esta 
funcçao diz-se racional; no caso contrario diz-se ii^racional. 

Se a funcçao /(;s) for racional, mas não contiver z em denominador, esta funcçao diz-se 
inteira; no caso contrario àiz-se fraccio7iaria. 

Seja F(z^ ii) = uma equação que determine u^ quando z é dado. N'este caso diz-se que 
u é uma funcçao de z dada debaixo de forma implícita^ ou, em termos mais breves, que u é 
funcçao implícita de z. Resolvendo a equação precedente relativamente a u^ quando isto 
for possível, obtem-se u em funcçao explicita de ^. 

Se o primeiro membro da equação precedentemente considerada representar uma funcçao 
algébrica de u e z^ isto é, se para calcular F {u^ 0), quando u ^ z são dados, for necessário 
somente executar sobre estas variáveis operações algébricas, em numero finito, diz- se que n 
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é funcção algébrica implícita de z. Demonstra-se em Álgebra, como consequência de theoria 
da eliminação, que, n'este caso, a equação precedente pode ser sempre reduzida á forma 

(1) a,n ll"^ + «m-l '^'^~^ + . . . + í*l w + ao = O, 

onde m é um numero inteiro positivo e ao, ai, a^, etc. são polynomios ordenados segundo as 
potencias inteiras e positivas de z, 

N'este logar occupar-nos-hemos somente das funcçoes racionaes, inteiras e fraccionarias, 
para recordar algumas das suas propriedades mais importantes. 

41e Consideremos primeiramente as funcçoes inteiras^ isto é as funcçoes da forma 

u = f{z) = Ao z'^ + Al z^~^ +. . . + A^, 

onde n é um numero inteiro positivo e Ao, A|, etc. são constantes reaes ou imaginarias. 

I. Mudando z em z-{-h^ temos 

/(^ + /^)==Ao(^ + /^)- + Al(^ + 7^)"-l+...+ A,(^ + /^)--^^■ + .. . + A,,_i (^ + A) + A,„ 

ou, desenvolvendo as potencias inteiras do binómio 'z-\-li e ordenando o resultado segundo as 
potencias de li, 

/(^ + /í)==Ao^^ + Ai^«-i + ... + A,_i^ + Aa 
+ h [nAo z^'-'^ + (n - 1) Al ^"-^ -]_... _]- A^_i] 

-\-~[n{n-\)A,zn-^-^[n-l){n-2)kiZ-^-t-...] 



+ . 



■r^^ ^ [ (n)/. Ao z^-^ + {n - 1 )/, Ai ^^"^-i + . . . ] 



+ 

+Ao^^ 



pondo 



{n)k = n (n — 1) . . . (w — â: -f 1), etc. 
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Representando os coefficientes de h^ — A^, -^— - A^, etc. por/' (s),/^' (^)?/'^^(^)? ^ te, vem 
â egualdade 

que tem o nome de /oVmz^Za de Taylor, 

As funcçoes /^ (^), /^^ (2), etc. sao respectivamente do grau n — 1, n — 2, etc, e a sua 
lei de formação é dada pela fórmula seguinte: 

fm (z) = {n)u Ao 2"-^^ + {n — 1)/, Al 2^-'^-^ + . . . 

A estas fancçoes dão-se respectivamente os nomes de derivada de primeira ordem.^ de 
derivada de segunda, ordem., etc. da funcção / (2). 

Da comparação da fórmula precedente com a correspondente a fc+1 

fiic+i) {z) = (n)u^, Ao z^-^^-^ + {n - l),^! Ai z—^^~^ + . , . 

= (n)u (11 — !<) Ao ^''-^^-* + {n - \\ {n — h—X) Ai z''~^'-^- + . . . 

tira-se a seguinte regra, para formar as derivadas successivas de f{z)\ 

Para passar de uma funcção para a sua derivada ou de uma derivada para a seguinte^, 
multipliques e em cada termo da primeira o expoente de z pelo coefficiente e diminua-se o 
expoente de uma unidade. 



Por exemplo, no caso de 



vem 



f{z) = z^-?>z^-\-4.z^-l, 
f {z)= bz^-12z^ + èz, 



II. A fórmula de Taylor mostra que/(^ + ^) tende para f {z)^ quando h tende para O, e 
portanto que a func<^ão inteira f(z) é continua^ qualquer que seja z, 

III. A funcção inteira {z) é o pr o dueto de n factores do primeiro grau: 
(A) /(3) = Ao (0 - af {,-h)K.. [z- 1)\ 

onde a^ b^ . . ., Z são as raizes da equação f (z) =^ O . 

K 
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Este theorema importante é uma consequência do principio fundamental da theoria das 
equações, que vamos primeiramente demonstrar: 

A equação algébrica f (z) = O admitte pelo menos uma raiz (^). 

Consideremos os valores de z = x-\-iy representados pelos pontos da área de um circulo, 
cujo centro esteja na origem das coordenadas e cujo raio seja um numero R, que vamos 
determinar de modo que o limite inferior dos valores que toma |/(25)|, na área considerada, 
não corresponda a ponto algum da circumferencia d'este circulo. Para isso, notemos que da 
egualdade 

Ao 2^=/ (2) — Al 2^-1— . .. — A„ 
se tira, suppondo |^|>1, 

|Ao||H"^l/(2)H-|Ai|h|»-*+... + |A„i<|/(z)| + [|Ai|+... + iA„|]|0l«-S 

e portanto 

!/(.)!>|Ao||H-[|Ai| + ... + iÀ„|], 

e que esta ultima desegualdade faz ver que é |/(z)|>lA„|, quando 

|A„| + |Ai| + ...+ |AJ 



^ >- 



|Aol 



LogOj escolhendo R de tal modo que seja 

ÍA,Í + |Ad|+...+ |A,| 



R>1, R>^ 



Aol 



1/ (2;)! toma nos pontos da circumferencia considerada um valor maior do que o valor |A^|, 
que toma no centro. 

Posto isto, seja/(íc + '2'?/) = X + **Y. Por ser continua a funcçâo considerada, também são 
continuas as íuncções X e Y, assim como (n.° 38--2.°) a funcção \f {z)\j que é egual a 
vX^ + Y^. Logo 1/(^)1 tem um limite inferior, na área do circulo considerado, e este limite 
é um valor da funcção (n.° 38-3.®). 

Seja pois l este limite q z' o valor de z que dá \f(z')\ = l. Vamos mostrar que qI = 0. 



(1) Foi Gauss quem dpu as primeiras demonstrações rigorosas d'este importante theorema. Depois têem 
sido dadas muitas outras, como se pôde ver em uma noticia que sobre ellas publicou G. Loria no t. r da 
Rivista di Matemática (Pavia, 1900). 
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Se l fosse diíferente de zero, pondo z^z' -\-h^ z' -{-h representando um ponto do interior 
do circulo considerado, e suppondo que /(^) (z^) é a primeira das quantidades f {z')',f' (z'), . . 
que não é nuUa, a fórmula de Taylor daria 

ou, representando por a uma quantidade real comprehendida entre O e 1, fazendo 



a=p;/«,p^y/-i-2---^/^2)' 



onde daremos o valor real ao radical que entra na expressão de A e um qualquer dos seus 
valores ao radical que entra na expressão de p, e eliminando h e /(^) {z') por meio d'estas 
equações, 

f(,' + h)=f(z')a-a) + l + vq, 
pondo 

^^ 1.2. ..(p+l)^ ^^^ ^1.2. ..72'^ ^ ^ 

Mas, representando por P uma quantidade superior aos módulos dos coefficientes de a na 
somma precedente, é 

\l + i'q\<^F\aP +aP +. . . + aP ) <C,(n—p)P a P .. 
Logo teríamos 

p±i 
\f(z' + h)\<\f(z^)\{l--a) + {n-2^)PaP 



ou 



I f(z' + A) |< I /(,') I - a [ \f{z') I - (n -p) Pai- ], 



OU ainda, obrigando a, que já está sujeito a estar comprehendido entre O e 1, a satisfazer á 
desegualdade 
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dando-lhe poi" isso um valor assaz pequeno, 

l/(^'+Ã)l<l/(«OI'; 

O que é absurdo, visto que \fX^')\ ^ ^ limite inferior dos valores de 1/(^)1 . 

Deve pois ser/(2') = 0, que é o que queríamos demonstrar. 

E fácil de demonstrar agora a fórmula (A). 

Com effeito, dividindo / (2;) por z — z' vem um quociente q da forma KqZ'^^~^-\-. . . e um 
resto r independente de z^ e temos a egualdade 

f{z).^q{z — d) + r, 

que, pondo z = z\ dá/(^) = r = 0, e portanto 

/(.)=2(2-.'). 

Temos do mesmo modo 

^ representando uma funcçâo inteira da forma Aq2^~^ + . . . % z" uma raiz de $' = 0; e por- 
tanto 

f{z) = g;[z-z'){z-z''). 
Continuando do mesmo modo, até chegar a um quociente constante, obtem-se a fórmula 

da qual se tira a fórmula (A)^ suppondo a das quantidades z'^ z''\ . . . eguaes a a^ |3 das mesmas 
quantidades eguaes a h., etc. 

42. Consideremos agora as funcçoes racionaes fraccionarias^ isto é as funcções da 
forma: 

u--=f(z) = -^ , j— ■ 

*^ ^ ^ aQzP+aizP-^ + , . , + ap 

I. Suppondo n^]p^ pôde efifectuar-se a divisão do numerador pelo denominador e reduzir 
d' este modo u á forma 

« = F(.) + m 
tjí (2) 

onde F (z), tp (s) e tjj (z) são funcções inteiras, taes que o grau de cp (») é menor do que o de t}) (z) . 
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Consideremos agora a fracção y— ^ e supponhamos que, decompondo cj; (z) em factores, vem 

^(z) = {z- af (z-b)^... (z- ^/^. 
N'este caso a fracção j ^ é susceptível da ãeconvposigão seguinte : 



(j) (z) z-a "^ (s-a)2 + * ■ •"' (3_ «)« 
, Bi , B2 , ,__^1_ 



+ •••• 



u . u , ' ^ 



+ — T^ 



'\ 



z-l^(z-lf ' ••• ' (z-lf 

onde os numeradores são quantidades constantes {^) , 

Demonstra-se esta proposição importante do modo seguinte: 
Pondo 

^,{z)=^{z-hf ,,.\z-l^' 
e chamando çi (^) o quociente e R o resto da divisão de cj?(2)— A^ í^i(^) P^r z — a^ temos 

(p (2;) — A^ c{ji (^) = cpi (2;) (^ — a) + R 

e, pondo 2 = a^ 

R = çp (a) — Ací cj^i (a). 

©eterminando pois Aa de modo que R seja nullo, pondo para isso 



f 1 (a) 



(1) A theoria da decomposição das funcçoes racionaes em fracções simples foi esboçada por Leibnitz, nos 
volumes correspondentes a 1702 e 1703 das Acta eruditorum de Leipzig, e por João Bernoulli, no volume cor- 
respondente a 1702 das Mémoires deVAcadémie des Sciences de Paris. Euler foi quem primeiro lhe deu uma 
forma completa [Introductio in Analysin infinitorum, cap. 11). 
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vem 



(D{z) = Áa'^i (z) + cpi (z) (z — a), 
d^onde se tira, dividindo por cj; (2;), 

^ (^) ~~ (z- af- {z - r/)^--^ c|>, (2) ■ 
Do mesmo modo obtemos 

9i_ (^) Aft_i y-2 (g) 

(2;-a)^^- -1 c|;i {z) ~ {z — a)^-^ ~^ (z — a)^-^ cj;; (^) * 
Continuando do mesmo modo, acha-se finalmente. a egualdade 

cp (z) ^ Ag ■ Ac^.^1 , Ad Cp(^ (z) ^ 

c}> (2;) (2 -ay-'- "^ (z- ay-~^ -r- "-1- ^_^ -1- ^^ ^^^' 

Depois applica-se a -p^-r o mesmo processo que se applicou a -^^, e continua-se do 

mesmo modo até chegar á decomposição enunciada. 

Pelo processo anterior determinam-se as constantes Ai, A2, etc, Bi, Bg, etc. ; mas, 
attendendo á importância d'esta questão, vamos expor um processo mais simples para esta 
determinação. 

Pondo na egualdade precedente z = a-\-h^ vem 

cp (a + Ã _ Áa _L Aoc-i _j__ _L Al _^ ?« (« + ^) ^ 



Ã^^c|)i(a-i-A) Ã« ' /i«-i '•••' y^ ' (j;, (a + A) 
ou 

7-7-7 — = A,^__f A«_iA + ...+ AiA + :— . 

Este resultado mostra que, para achar A^, Aç,_|, ..., Aj, basta dividir çp(a + A) por 
c{>i (a + ^)) tendo o cuidado de ordenar primeiro estes polynomios segundo as potencias cres- 
centes de h. Os coefíicientes de A^, hj, . . . , Aa-^ no quociente são as constantes pedidas. 

Devemos observar que na formação do nuinerador e do denominador de . , ', ,, é 

fi (a + h) 

escusado escrever os termos que contêem potencias de h superiores a a — 1, pois que estes 
termos não influem no quociente. 
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Do mesmo modo se determinam as outras constantes Bj., B^, ... (*). 
Exemplo. Decomponhamos por este processo a fracção 

(z~\f(z-'2)z 

Pondo n^esta fracção ^= 1+^^ excluindo o primeiro factor do denominador e eíFectuando 
depois a divisão, vem 



logo teremos 

A4 = — 3, As^-l, A2 = — 4, Ai==l. 

Do mesmo modo, pondo na fracção considerada 2; == 2 + A e excluindo o segundo factor 
do denominador, vem a egualdade 

cp(2 + /i) ^ (2 + /i)^-3(2 + A) + 5 
c})d(2 + A) (1+A)H2+A) 

cujo segundo membro, aproveitando só a parte independente de h no numerador e no deno- 

3 

minador, visto que z — 2 entra na fracção proposta no primeiro grau, se reduz a -^, Logo 

temos 

B,4. 

5 

Do mesmo modo se acha Ci = — —- 

Temos pois 

22_3j,-f5 i 4,13 



{z — \f{z — 2)z s-1 (3-1)2 (2-1)^ (2-1)^ 



(1) Ha outros methodos para determinar as constantes A^, A2, etc. e ha mesmo fórmulas que dâo ex- 
pressões analyticas d'estas constantes. Podem ver- se alguns methodos e fórmulas no nosso trabalho Sur la 
décomposition des fractions rationelles^ publicado no Jornal de sciencias mathematicas (t. i e 11) e no t. 11 das 
nossas Obras sobre mathematica. 
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Nota. No caso de ser a = 1, é 



A,= 



?(«) 



<!,'(«) 



Com eífeito, da egualdade 



^{z)=^{z-a)^^{z), 



pondo z = a-^h e desenvolvendo os dois membros pela fórmula de Taylor, tira-se a identi- 
dade 

(|;(a) + Af (a)+... = A[cj)i(a) + Acj>;(a)+...], 
que, devendo ter logar qualquer que seja o valor de A^ dá ^^ (a)=é^i[a)] e portanto temos 



Al 



cp (a), _ cp(a) 



II. Vejamos agora se a funcçao considerada é ou não continua. 

A primeira parte F(2) é continua, por ser uma funcção inteira. A outra parte ,\ { é a 

somma de fracções da forma -, ■■—. onde h é inteiro; lo^o é continua (n.^^ 36 e 39) em 

(z — a) . 

todos os pontos, excepto nos pontos z = ay h^ c^ ..., h 

Concluiremos pois que toda el funcção o^acioncã fraccionaria é continua em qiialquer jponto 

z^ que não seja raiz do denominador, Westes pontos a funcção torna-se infinita. 



III 
Fiiiicçoes exi)0iieiiciaes9 logaritlimicas e circulares 

43. As exponenciaes^ os logarithrnos e as potencias de expoente irracional são funcçoes 
transcendentes conhecidas desde os Elementos de Álgebra; as funcçoes circulares são conhe- 
cidas desde a Trigonometria. São as únicas transcendentes estudadas nos Elementos, e o seu 
estudo é muito importante, por causa da frequência com que apparecem nas questões a que 
se applica a Mathematica, e porque serve de preparação para o estudo das outras transcen- 
dentes de que se occupa a Analyse mathematica. Vamos por isso aqui recordar succintamente 
e completar em certos pontos o que a respeito doestas funcçoes se ensina nos Elementos. 
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44. Exponencial de base e expoente real, — Viu-se nos Elementos de Álgebra qual é a 
significação de a^ quando a representa um numero racional positivo e x um numero racional, 
positivo ou negativo. Viu-se também que n'este caso a cada valor de x corresponde um valor 
positivo para a^, e, além d'este, outro valor negativo quando o denominador de x é par. 
Considerando só os valores positivos, a^ ó uma funcção de x^ que tem um único valor para 
cada valor racional de í«. 

Vejamos agora como se define a^ quando a e íc sao irracionaes, suppondo ainda que a é 
positivo. 

Sejam primeiramente a um numero irracional e íc um numero racional, egual a -^. ]S!'este 

caso define-se a^i por meio da egualdade 

L 

cujo segando membro tem uma significação conhecida (n.^ 3-6.** e n.** 7). 

Sejam, em segundo logar, a am numero positivo qualquer, x um numero irracional, {x\y 
CC2, ..., Xnj, . . .) o grupo de números racionaes, inferiores a Xy que entram na definição 
(n.° 2) d'este numero, e a um numero racional maior do que x. Se é a<^\^ os valores posi- 

tivos de a crescem constantemente, quando n augmenta, sem todavia poderem exceder o 
numero a^-\ logo tendem para um limite (n.^ 14-1.^), único qualquer que seja o grupo 
de números que entrem na definição de x (n.° 15-2.^), que se representa pelo sym- 

bolo a^. Se ó a<l, os valores positivos de a decrescem, quando n augmenta, e tendem 
para um, limite, que se representa também por a^, 

A funcção a^, que vimos de definir, chama-se exponencial. Vamos ver algumas proprie- 
dades d'esta funcção. 

I. O producto de dois valores da exponencial é dado pela fórmula 

(1) a^a^=a^+2/. 

A demonstração que se deu d'este theorema nos Elementos de Álgebra é applicavel quando 
X Q y são números racionaes e a- é um numero positivo qualquer. 

No caso àQ X Q y representarem números irracionaes, temos, chamando ?/i, ?/-2, etc. os 
números racionaes que formam ura dos grupos que entram na definição de y^ 

^ y ,. ^n ,. yn ,. OCn + yn X-\-y 

a ,a = hm a . hm a == hm a == a 



II. Quando x cresce constantemente desde — co afé go, a^ cresce constantemente desde O 
até coj 56 é a> ], e decresce constantemente desde oo até O, se é a <1. 
Seja primeiramente a> 1. 

L 
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Viu-se na Arithmetica que as potencias de expoente inteiro e as raizes dos números 
maiores do que a unidade são também maiores do que a unidade; logo, se h representar um 
Bumero racional positivo, ó a^>l. Se/z representar um numero irracional positivo e ^i, hj^ 
etc. representarem os números, menores' do que h^ que entram na sua definição, temos ainda 
a^>.l, por ser a^>a "> 1. 

Era virtuda d'esta desegualdade, a fórmula (1) dá a^+^>a^; por onde se vê que a expo- 
nencial cresce, quando o expoente cresce. 

Para demonstrar que a^ tende para oo, quando x tende para oo, basta notar que, cha- 
mando m o maior inteiro contido em x^ temos 

a^ya''^ a''' = {l + a — \y'==l-\-m{a~l)-V,.,\ 

por onde se vê primeiramente que a"^^ tende para co, quando m tende para oc, e depois que 
a^ tende para go, quando x tende para co. - 

Para demonstrar que c<^ tende para O, quando x tende para — go, basta notar que, quando 

m é negativo, o denominador de — ^, tende para co. 

Para considerar o caso de ser a<l, basta pôr a = -y- e notar que, por ser &>1, o deno- 

1 ^ , 

Hiinador de j^ cresce desde O até co, quando x cresce desde — oo até co. 

III. Quando x tende jp ar a zero^.a^ tende para a unidade. 

Seja primeiramente a^l. ^ 

Se o? é positivo, temos, pondo x= — e chamando m o maior inteiro contido em t^ 



a^—l=a^ —l^a''' —1. 



Mas da desegualdade 



. a-iy , , , , ím\ ía-iy , 



tira-se 



— .a — 1 

a«^— 1< 

m 

j_ 

D'esta desegualdade conclue-se que a^^^—1 tende para zero, quando m tende para o infi- 
nito; e da primeira concIue-se depois que a^ — 1 tende para zero, quando x tende para zero. 
Quando x é negativo, ponha- se x^= — y^ o que dá a egualdade 

aV ^ 
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da qual se tira ainda o principio enunciado, visto que, quando x tende para O, a^ tende 
para 1. 

Para demonstrar o theorema, no caso de ser a<;l, basta pôr a = -j- e notar que, por ser 

1 

5>1, 7^ tende para 1, quando x tende para 0. 

IV. A funcção a^ é continua j, qualquer que seja x, 
E o que resulta da egualdade 

a qual, attendendo a que a^ tende para 1, quando h tende para O, mostra que a^+^^ tende 
para a^, 

45. Entre as funcçoes exponenciaes tem principal importância em Analyse a que tem 
para base um certo numero^ que vamos definir. 

Consideremos a expressão (1+ — 1 e seja n um numero inteiro. 

Temos, desenvolvendo este binómio, 

i + l)Vi + i+iiíf:=^4+ "(»-')(;-^> .J,+... 

n J 1.2? n^ 1 . 2 . o n^ 

<2+r2+TÍ-3+---<^+T+F+---' 

e portanto, sommando os termos da progressão que entra no ultimo membro d'esta deseguaí- 
dade, 

(A) (l+|)"<3- 

Por outra parte, a desegualdade 

que tem logar quando a<^l^ dá 

{1 — afyl — na, 
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e portanto, pondo a==^—^i 



ou 



1 \ ^ 1 

n^ I n 



1 \ n / ly-n 

1 + — > U-- ' 

n / \ n / 
ou 

'+i)->(^)'""=('+í-^)""' 

/ 1 \ '» 
Esta desegualdade e a desegualdade (A) mostram que (l-j 1 cresce indefinidamente 

com n e que não pode exceder o numero 3; logo tende para um numero determinado, que 
se representa pela lettra e. Este resultado coincide com o que se demonstrou, por outro pro- 
cesso, no n.*' 30. 

Vamos agora mostrar que a expressão considerada tende ainda para o mesmo numero e^ 
quando ?^ tende para o infinito passando por uma serie qualquer de números racionaes ou 
irracionaes, positivos ou negativos. 

Seja n positivo e sejam m e m-j-l dois números inteiros, entre os quaes n está compre- 
hendido. Teremos 

n I \ n I \ n I 



e depois 



1 \ wi / \\n / 1 \ m+1 



ou 



1 \ w+1 
1 ' ^ 



»+i' <(i+iV<(,+±)-(i+i 



1 \ n / \ mj \ m 

m-\-l 

O primeiro e o ultimo membro d'esta desegualdade tendem para e^ quando m tende para 
o infinito. Logo a expressão (1 + — j tende também para e. 
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Se íi é negativo e egual a — m^, temos ainda 



lim (1 + —)"= lim (l-— ) "= lim (—-^ 



m — 1 



Póde-se calcular o valor de e^ com a approximaçao que se quizer, dando a n os valores 
1, 2, 3, . . .; adiante será dado porém outro modo de o calcular^ preferível a este. Vem assim 
6 = 2,718281... 

46. Funcção e^+^y. — Seja e o numero que vimos de considerar. A definição de e^, no 
caso do ser z = x-\-iyj, deve ser tal que se recaia na exponencial de expoente real, quando é 
3/ = 0, e que tenha logar o principio fundamental (1). A estas condições satisfaz e^+*^/ quando 
se define pela egualdade, devida a Euler ; 

(2) e^+^y == e^ (cos y-{-i sen y). 

Com efí*eito, temos, pondo z = x-\-iy^ z' = x' -\- iy\ 

e^ . e»' = e" (cos 3/ + 1 sen y) . e^' (cos y' + ^* sen y') 
= é"-^^' [cos {y + y') + i sen {y + y')] = e'+''. 

Adiante definiremos a% no caso de a representar um numero positivo differente de e. 

I. Da equação de definição decorre logo uma propriedade importante da exponencial de 
expoente imaginário, a saber: a ^usí periodicidade. Cora eíFeito, por ser 

e^+2/cf7:^ e^ [cos {y + 2k%) + ^ sen {y + 2Ã:7r)] 
= e"" (cos z/ + i sen y) = e\ 

quando k é inteiro, conclue-se que a exponencial toma o mesmo valor, cada vez que z augmenta 
de 2k. 

Do mesmo modo se vê que a exponencial toraa o mesmo valor, com signal contrario, cada 
vez que z augmenta de i%. 

II. Do que precede resulta também que todo o imaginário se pode exprimir debaixo da 
forma de exponencial. Com efleito, temos, p sendo o modulo e o argumento de z^ 

x-\-iy=ç (cos d + i sen d) = pe^ . 
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IIT. Por ser 

gft+í/í ^ gft ^(3Qg ^ _|- ^* sen k) 

e por 6^'^ cos kj, sen Z;; tenderem respectivamente para 1, 1, O, quando h ^ k tendem para O, 
como se viu no n.^ 44-III a respeito de e''^ e na Trigonometria a respeito de senÂ; e cos/C;, 
vê-se que é 

lim e''^'''^!. 



Temos porém 
Logo 



^x^h^i iy-j-k) ^ QX-]-iy ^ ^h-\-ik 



Hm e^+^+^* ^2/+^^) = e^+^V. 

h, k=0 



A funcção exponencml e^ é jpois continua^ qualquei^ que seja z, 

47. Logarithmos reaes, — Consideremos agora a funcção inversa da exponencial e^^ 
isto é, a funcção y ligada com x pela equação 

x = ey^ 

e supponhamos que x é uma variável real, positiva ou negativa. 

A y chama-se logarifhmo neperiano de x^ em honra de Neper (^j, o fundador da theoria 
dos logarithmos, e, para o representar, emprega-se o signal logíc. Também se lhe dá o nome 
de logarithmo natural e o de logarithmo hyperholico , 

I. A variável y é uma funcção definida de Xy que^ quando x varia desde O até oo^ varia 
desde — oo até oo. 

Com eflfeito, por ser e^/ uma funcção continua de y^ que varia desde O até gc, quando y 



(1) Foi Neper, geometra inglez que viveu no século xtii, o principal inventor e fundador da theoria dos 
logarithmoS; á qual consagrou duas obras, uma das quaes, intitulada Merifici logarithmormn canonis descriptío, 
foi publicada om 1614, e a outra, intitulada Merifici logarithmorum constructio, foi publicada em 1620. A 
base dos logarithmos considerados primeiramente por Neper não coincide nem com e nem com 10, mas em 
breve reconheceu a vantagem de adoptar como base este ultimo numero. Briggs publicou em 1624 as pri- 
meiras taboas de logarithmos de base 10, aos quaes se dá o nome de logarithmos vulgares, Leibnitz e João 
BernouUi, principalmente este ultimo, em um trabalho intitulado Principia calciili exponencialis^ publicado no 
volume correspondente a 1697 das Acta eruditorum^ relacionaram o calculo exponencial com o logarithmico. 
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varia desde — go até go, se a cc dermos um valor positivo a^ a y deve corresponder (n.^ 37-2.^) 
um valor h^ tal que e^ = a^ e só um, visto que a valores deseguaes de y correspondem valores 
deseguaes de x. Além d^isso, a íc = corresponde (n.° 44-11) y = — go, a íc=gc corresponde 
y==co^e8ieyy>ey' corresponde y^y'* De tudo isto resulta o tlieorema enunciado. 



II. Se X e x' representarem dois números positivos, temos 

log (xx') = log X -f ■ log x' ^ 



log ^ = logíc— logcc', 



logcc"^ = m\ogx. 



As demonstrações das duas primeiras egualdades e a da terceira, quando m é um numero 
racional, são bem conhecidas desde os Elementos d' Álgebra. 

Se m é um numero irracional e mi, m^, . . ., m^^ . . são os números racionaes, inferiores 
a m^, que entram na sua definição^ temos 



e portanto 



e, no limite. 



log X = mt log x^ 



mt mt log X 

X — e > 



m m log X 
X =e 



Logo 

logCC"^ = 77zl0gCC. 

III, Afuncção logx é continua^ quando a variável x é positiva e differente de 0. No ponto 
O afuncção logx é infinita. 

Esta proposição resulta da egualdade 

X 

cujo ultimo membro tende (n.^ 45) para O, quando A tende para 0. 
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IV, Temos, pondo x = ay q representando por log^ x o logarítlimo de x na base a^ 

logaa?==?/^ \ogx^y\o^a, 
e portanto 

logo? 



Ioga 03 = 



Ioga 



Passase pois do logarithmo neperiano de x para o logarithmo de x na base a^ dividindo o 
logaritJimo neperiano de x pelo logarithmo 7ieperiano de a, 

48. Logarithmos imaginários. — Consideremos agora a funcção u determinada pela 
equação 



onde z e it representam quantidades reaes ou imaginarias. 
Suppondo 

z = x-\-iy = i^ (cos 0) + i sen o:>), io = oc-}- íp, 

temos a equação 

p (cos 03 + i sen 03) = 6^"^ ^^ = e" (cos |3 -f í sen P), 
que dá 

p cos O) = e^ cos p, p sen = 6^ sen p, 

d'onde se tira, por serem a e p reaes, 

ou 

a = log p, p = (O + 2k%^ 

onde é a)<27r e Zs egual a zero ou a um numero inteiro, positivo ou negativo, qualquer* 
Temos pois 

(a) u = \og{{z)) = \ogp-\-i(oy + 2k7í), 

empregando, como Caucliy, o signal log((N)) para designar todos os logarithmos de N e o 
signal logN para designar o logarithmo real. 
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O valor de p que entra nesta egiialdade é dado pela fórmula 

P = + i/í^^ + y^^ 
e o valor de 03 é dado, sem ambiguidade, por duas quaesquer das fórmulas 

CO = are sen ^^, (o==arccos — , o3 = arctang — 

p ' p X 

I. Se ^ for um numero real positivo, é (o = 0, e vê-se pela fórmula precedente que o 
logarithmo de z tem um valor real, correspondente a /{; = 0, e um numero infinito de valores 
imaginários, correspondentes aos outros valores de k. Em todos os outros casos o logarithmo 
de z tem um numero infinito de valores imaginários, e não tem valor real. 

Cada uma das expressões que se obtêem para u^ dando a k um valor determinado, é um 
ramo da funcção log {{z)). Cada ramo é uma funcção definida de Zj, a qual no ponto ^ = 
se torna infinita. Quando z é um numero real positivo, a funcção tem um ramo real e um 
numero infinito de ramos imaginários; nos outros casos só tem ramos imaginários. 

II. A egualdade fundamental 

log ((0)) + log ((.')) = log (K)) 

tem logar para todos os valores do logarithmo, como se pôde ver pelo mesmo processo que 
no caso das variáveis reaes. Os logarithmos que entram nos dois membros doesta egualdade 
podem todavia corresponder a valores diíferentes de k, 

III. Cada um dos ramos da funcção log ((2)) é uma funcção continua de z^ excepto no 
ponto z = 0. 

Com eífeito, temos, para cada ramo, 

log(z + h + il)-\ogz = — \og'- ^j^ 

, . / y-{-l y 

4- 1 are tans: ^^r-^- — are tang -^ 

V ^ x^h ° X 

Quando ^ e Z tendem para zero, temos 

lim log 2-]—^ = ^' 

M 
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e, dando a. h e l valores tão pequenos que x-\-h tenha o signal de x q y-\-l tenha o 
signal de y, 

1- / y-\rl y 

Jim are tan^ , are tans^ -^ 

h, 1=0 \ ^ x + h .a? 

1- , Ix — hy - 

= hm are tans: , ,, . — —^ =- = O, 

hj^o ^x(x + h)+y{y + k) 

visto que os dois arcos que entram no primeiro membro d'esta fórmula estão comprehendidos 
no mesmo quadrante. 
Temos pois 

lim log(^ + A + z7j = log2^ 

d'onde se tira o theorema enunciado. 

49. Funcção x^. — Sejam íc a a quantidades reaes e seja além d'isso íc positiva. Se a é 

7)% 

egual a um numero racional — , a funcção x^ ó algébrica ; se a ó irracional, a funcção x^ é 
transcendente. Em ambos os casos temos a egualdade 



da qual se deduzem as seguintes propriedades do ramo d'esta funcção correspondente aos 
valores reaes de log x: 

I. Quando x cresce desde O até go, x^ cresce desde O até oo, ^e á a>0, e decresce desde 
GO até Oj se é a <iO. 

Com effeitOj quando x cresce desde O até oo, log x cresce desde — co até oo, e portanto 
^aiogx cresce desde O até oo, quando é a > O, e decresce desde oo até O, quando é a<0. 

II. O producto de dois valores da funcção é dado pela fórmula 

x^ .x^^ = {xx'Y, 



Temos, com effeito 



1 



III. A funcção x^ é continua em qualquer dos pontos considerados^ exceptuando o ponto 

x = quando a é negativo. N^ este ponto a funcção torna-se infinita. 

Viu-se, com eífeito, no n.^ 47 que, quando é x'>0, a funcção logíc é continua; portanto 
também é continua (n.*^ 36-3.^) a funcção de funcção e«iogx^ 
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No ponto x = ^ fancçao x^'' é infinita, quando a negativa; quando porém a é positivo, 
^a\ogx tende para O, quando x tende para O, e a funcçao x^ é ainda continua. 

50. Funcçao z^. — Estudemos agora a funcçao z^^ onde z q a representam quantidades 
qnaesquer, reaes ou imaginarias, e consideremos tanto os valores reaes como os valores ima- 
ginários da funcçao. 

E conhecida desde o n.^ 11-IV a significaçEo de z^, quando a representa um numero 
racional qualquer^ e sabe se que é 

z^ = p« [cos a (d + 2k%) + i sen a{d-\- 2k%)], 

p e 6 representando o módulo e o argumento de 2; e /b um inteiro qualquer, positivo ou nega- 
tivo. No caso de a ser irracional toma- se esta egualdade para definição de z'^, A funcçEo 
z^ goza das propriedades seguintes: 

I. Se a é racional e egual a — , a funcçao z^^ tem n rainos (n.^ 11-IV), que corres- 
pondem a Z[^ = O, 1, 2, . . . , n — 1. Se a é irracional, a funcçao tem um numero infinito de 
ramos. Se 2 é real e egual ao numero positivo x^ é ^ = 0; e z^ tem um ramo real positivo^ cor- 
respondente a k==Oj que foi estudado no numero anterior, e, no caso de a ser uma fracção 

m . . 

irredactivel — de denominador par, tem ainda um ramo real negativo^ correspondente a 

II. Por ser (n.^^ 46 e 48) 

= f [cos a (6 + 2A"7i) + i sen a (l9 + 2k%)\ 
temos a relação 

^a^galog((2))^ 

que pode servir para definir 2^, quando a é imaginário. 

III. Das egualdades 



tira-se a seguinte: 



^a ^ ga log {{z))^ ^'a^^a log ((2/)) 



Z^ . Z^'' = {zz') 
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Os valores das potencias, que entram nos dois membros d'esta egualdade, podem corres- 
ponder a valores diífverentes de k, 

IV. Vê-se, como no caso das variáveis reaes, que cada ramo da funcçao z^ é uma funcçâo 
continua de z., exceptuando o ponto z = quando a parte real de a é negativa. 

51. Funcçao a^, — A funcçao exponencional a^ foi já estudada no caso de a ser positivo 

e z real e no caso de ser a = e ^ z imaginário. No caso geral temos (^j 

Ioga representando o ramo de log((a)) correspondente a um valor particular qualquer, dado 
a A;; e esta egualdade faz ver que é 



e que a funcçao considerada é continua. 

52. Funcçoes circulares, — As funcções circulares seníc e cosíu foram estudadas na Tri- 
gonometria, onde apparecem como auxiliares para a resolução dos triângulos (^). 

I. As suas propriedades fundamentaes são, no caso dos arcos reaes, as seguintes: 
1.''^ Sendo a e ô dois arcos reaes, temos 

sen [a + 5) = sen a cos h + cos a sen hj, 
cos (a-\-'b) = cos a cos h — sen a sen 5. 

É o theorema de addição das funcções sen x e cos ^. 

2.^ As funcções sen^ e cosa? ^^o periódicas^ isto é, tomam o mesmo valor cada vez que 
o arco augmenta de 2%. Quando o arco augmenta de ii, tomam o mesmo valor absoluto, mas 
mudam de signal 

3.^ Entre as funcções seníc e cosx existe a relação 

sen^;rH-cos2íc= 1. 



(') Sobre o caso em que a = l, o qual tem algum interesse, pode ver-se um artigo publicado no tom. ii 
das nossas Obras sobre Mathematica. 

(2) A theoria das razões trigonométricas foi a principio um capitulo da Geometria elementar. Foram 
João Bernoulli e Euler os fnndadores da theoria analytica doestas quantidades, por meio da qual se reduziu 
o Galculo tiigonometrico ao calculo logarithmico e exponencial. 
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II. As fórmulas do n.*' 46: 

é^ = cos x-\-i sen x, e~^^ = cos x — i sen ^c 
dão as expressões seguintes das funcções seno e coseno : 



cosíc = ^ -, sencc = 



2 ' ^^^^^ 2^ 

por meio dos quaes Euler reduziu o calculo trigonométrico ao calculo exponencial. 

III. Estas relações leyam a introduzir na Analyse os senos e cosenos de arcos imaginários. 
Representam-se, com effeito, pelas notações sen(íc + %) e GOQ{x + iy) as funcções que resul- 
tam de substituir nas fórmulas precedentes x por x-\-iy, a saber: 

COS z = COS (x + iy) = K = — õ ' 

^iz 0—iz ^—y+ix £,y—ix 

sen z = sen {x + iy) = ^^ = ^^ 

A primeira d'estas fórmulas dá 

^Í{Z^Z') J^Q-Í{Z^-ZI) QlZ qÍz' -^ Q~'IZ Q-iz' 

cos {z + ^0 = 2 "^ ^^ 

= __ 

ou 

cos {z + z') = cos 2 cos z' — sen z sen z' . 

Do mesmo modo a segunda dá 

sen (z -\- z') ^ sen z cos z' + cos z sen z' . 

Vê-se pois que os senos e os cosenos de arcos imaginários gozam da propriedade expressa 
pelo theorema de addição. 

Das fórmulas que servem de definição a sen 2; e cos 2; tira-se também facilmente a egual» 
dade 

sen^2; + cos^2= 1. 
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IV. Seja h um numero inteiro positivo. Desenvolvendo a potencia de grau k dos binómios 
que entram nos primeiros membros das egualdades 

(cos 2; + i sen zj^ = {é^J^ = é^^^ = cos kz-\-i sen kz^ 
(cos 2; — i^Qiízy^= COS kz — isenkz^ 

e sommando e subtraindo as egualdades resultantes, membro a membro, obtêem se as fór- 
mulas seguintes j dadas por João Bernoulli em 1701 nas Acta eruditorum: 

7 /. \ k(k-l)(k-2) , „ , 

sen kz = k cos'^~^ z sen z ^ — ' cos''^~'^ z sen^ z 

, k(k-í)...(k — á) 

■- -cos"^°sen''2 — ... 



1.2.3.4.5 ^"" sen.-..., 



COS k z = cos'' z — ^ — - 



k(k--l)(k-2)(k — 3) 

— ^cos'^-'^^sen*2:- 



ft^— 4 ^ sAn^ í 



1.2.3.4 

V. Pondo x==0 nas expressões de sen 2; e cos 2;^ vem 

/. ^ e-y + ef ,. , e-y—ey 
cos (ly) = — ~ , sen (ly) = ~ 

As funcções — i sen iiy) e cos (iy) têem o nome de seiío hyperholico e de coseno hyperholico 
de y, 

VI. Por ser a exponencial uma funcção continua, qualquer que seja z^ e por ser^^m sen ^ 
e cos^ sommas d^exponenciaes, podemos enunciar o theorema seguinte: 

As funcções sen z e cosz são continuas^ qualquer que seja z. 

VII. A funcção sen 2; é nulla nos pontos que satisfazem á equação 

e'^ — €-''=0, 

e-y (cos x-\-i sen x) — ey (cos x — i sen cc) = O, 

cos X (e-y— ey) -\- i sen x {e-y + ey) = O, 



ou 



ou 
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que, por ser a expressão e-y~[~ey sempre positiva, dá senír = 0; 6-^=e^, e portanto y = 0, 
x = 0, ±7u, ±2%, +371, ... 

Vê-se pois que a funcção sen z só é nulla nas pontos 2 = 0, + tt, + 2%^ + 3:r, . . . 

1 3 

Do mesmo modo se vê que a funcção cosz só é nulla nos pontos 2; = + -^ te, +-^x, 

4- ^ - 
±y-, ••• 

VIII. A tangente de z, a cotangente de z, etc. são, quer z seja real quer seja imaginário, 
definidas pelas relações 

sen^í cosa; ^ 

ÍMi^z = , cotang2; = , etc, 

cos 2 sen 2 

e vê-se que a primeira é continua, excepto nos pontos que satisfazem á condição cos 2 = O, 
que a segunda ó continua, excepto nos pontos que satisfazem á condição sen 2; = O, etc, 

53. Funcções circulares inversas, — Suppondo que na relação 



^lu I ^-m 



- = GOBU = Z 



se conhece cosi^;, isto é, 2, podemos achar ^6^ isto é, are cos 2. 
A equação precedente dá, com effeito. 



logo será 



d'onde se deduz 



e^iu _ 2z é'' + ] = O ; 



:^+ i/a;2-^l, 



u = are cos 2; = — 7- log ((2 + ^ z- — 1))? 



onde se deve substituir o logarithmo neperiano pela sua expressão achado no n.^ 48. 

Esta fórmula dá todos os valores do are cos 2; e mostra que esta funcção tem um numero 
infinito de ramos (n.^ 48). 

Baseando -se em que toda a funcção de outra funcção continua é também continua e em 
que não existe valor algum de z que annulle 2+ s/ z^ — 1, vê-se que os ramos da funcção 
are cos 2J são fimcções continuas de 2, qualquer que seja z. 
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Do mesmo modo se acham as fórmulas 

are sen z = —r\og ((iz + vi — - 2^)), 



arei 



Cada uma das funcções precedentes tem um numero infinito de ramos. Os ramos da pri- 
meira são funcções continuas de z^ qualquer que seja z; os da segunda são funcções conti- 
nuas de z^ excepto nos pontos i e — i onde se tornam infinitos. 

A descoberta da ultima fórmula, feita por João Bernoulli, foi o primeiro passo para a 
reducção do calculo trigonométrico ao calculo logarithmico e exponencial. 
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CALCULO DIFFERENCIAL 



CAPITULO I 

IVoçôes prelimixxares 

I 
Noção de infinitamente pequeno e de deriyada 



54. Chama-se quantidade infinitamente pequeiia toda a quantidade variável que tende 
para o limite zero. 

Sejam a uma quantidade infinitamente pequena e p uma quantidade ligada com a de tal 
modo que, quando a tende para o limite zero, p tenda também para este limite. Se, n^este 

3 . ... . ^ • 

caso, -y tende também para zero, diz-se que [3 é infinitamente pequeno de ordem superior an rela- 
tivamente a a. Se porém — tende para um limite determinado A, diíFerente de zero, diz-se 

que p é infinitamente pequeno de ordem n relativamente a a. N^este ultimo caso podemos escrever 



-!^ = A + s, 

onde a quantidade £ é infinitamente pequena ao mesmo tempo que a. 
D'esta definição resultam immediatamente as consequências seguintes: 
1." Se duas quantidades infinitamente pequenas P e p' foicem respectivamente da ordem n e 

m relativamente a a^ o sen producto será da ordem n-\-m e o seu quociente da ordem n — m. 
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Com eífeitOj das equações de definição 

deduz-se 

2.^ Se uma quantidade infinitamente pequena ^' for da ordem m relativamente a ^^ e esta 
da ordem n relativamente a cí, a primeira será da ordem nxm o^elativamente a a. 
Com effeito, das equações de definição 

p'=::=P^^(A + £), P = a^(B + s') 
deduz-se 

lim - — = AB^^^ 

Exemplo 1/' — Quando um arco é infinitamente pequeno, o seu seno é um infinitamente 

pequeno de primeira ordem relativamente ao arco. Com effeito, sabe-se pela Trigonometria 

sen CO 
que tende para a unidade, quando x tende para o limite zero. 

OG 

Exemplo 2.^ — No triangulo rectângulo ABC a differença entre a hypothenusa BC e o 
catheto AC é infinitamente pequena de segunda ordem relativamente ao angulo BCA. 
Com effeito, chamando a o angulo BCA, temos 

CB - AC = CB (1 - cos oí) = 2CB sen^ A- a^ 
e portanto, fazendo tender a para zero, 

, CB-AC 1, CBsen^a 

hm ^- = - hm = - CB. 

Deu-se no n.*^ 36 a definição de continuidade das funcções. A este respeito observaremos 
aqai que, empregando a linguagem infinitesimal, se pôde dizer que/(cc) é umafunccão continua 
de Xy no ponto a^ quando a differença f{a-{-h) — f{<^) é infinitamente pequena ao mesmo tempo 
que h, 

55. Seja f(x) uma funcção da variável real et-, definida na visinhança de cada ponto. Se, 
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quando h tende para zero, a fracção 

f{x + K)-f{x) 



(1) 



h 



tende para um limite determinado f {x)^ qualquer que seja a serie dos valores successivos 
pelos quaes passa h, quando tende para zero, a este limite dá-se o nome de derivada da 
funcçâo/(í») no ponto x. 

Se em alguns pontos a fracção (1) tende para o infinito, diz-se que a derivada é infinita 
ii'estes pontos e finita nos outros. 

Se em alguns pontos a mesma fracção não tende para um limite determinado, a funcção 
n'estes pontos não tem derivada. No que segue, quando dissermos que uma funcção tem de- 
rivada sem especificar os pontos em que isto tem logar, deve entender-se que a funcção tem 
derivada em todos os pontos em que ó determinada. 

E fácil de ver que, no caso àe f{x) ser uma funcção algébrica inteira, a definição de de- 
rivada que vimos de dar, concorda com a definição dada na Introducção (n.^ 41-1). 

Com effeito, a fórmula de Taylor dá n^este caso 

6 portanto 

hm •— ^ — ^^-^ =/ (x). 

Da definição de derivada deduz-se immediatamente o seguinte principio : 

Toda a funcção que tem derivada^ é continua nos pontos em que a derivada nao é infinita. 

Com eífeito, da egualdade 

hm ^-^ — i =/ H 



deduz-se 

fi^gC + h)~f\x) 



■■f{x)-\-^, 



representando por s uma quantidade infinitamente pequena corn h. 
Temos pois a egualdade 

a qual mostra que a diíFerença /(íc + A)— /(o?) é infinitamente pequena ao mesmo tempo que 
h^ quando a funcção f (x) é finita. 
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Por muito tempo se julgou que toda a funcção continua em um intervallo dado tinha nos 
pontos d'este intervallo, exceptuando um numero limitado d^elles, uma derivada finita. Hoje 
sabe-se que isto é falso e conhecem-se muitas funcções, continuas em todos os pontos, de um 
intervallo, que não admittem derivada em ponto algum d'este intervallo. Adiante será dado 
um exemplo notável doestas funcções singulares. As funcções consideradas na Introducção 
têem todas derivada. Veremos isso adiante, assim como veremos que o ramo da Analyse que 
vamos estudar, dá origem a um numero infinito de novas funcções que satisfazem á mesma 
condição. 

56. Considerámos no paragrapho anterior a derivada como limite da razão das quanti- 
dades infinitamente pequenas /(íc + ^) — f{x) e h. Introduzindo a noção de differencial^ pode 
exprimir-se a derivada pela razão de dois infinitamente pequenos, como vamos ver. 

Temos 

f{x + h)-f{x) = h[f{x) + tl 

onde £ representa uma quantidade infinitamente pequena com h, A diíFerença/(íc + /i— /(o:;) 
compõe- se pois de duas parcellas infinitamente pequenas, a primeira proporcional a A e a 
segunda infinitamente pequena relativamente á primeira. A parcella proporcional a- A chama-se 
differencial da funcção f (x) e representa-se por df(x) ou por dy [pondo y=f{^)'\» Para con- 
formidade de notação, representa-se por dx o infinitamento pequeno arbitrário h. Temos 
pois 

dy=f{x)dx, 

onde dx é o augmento arhitrario da variável independente x e dy é a parte proporcional a dx 
do augmento correspondente da funccão f[x), A derivada f (x) é o quociente de dy por dx> 
Das duas egualdades precedentes tira-se a relação 

/i=o dy 

entre o augmento da funcção /(cc) e a sua difí'erenciaL 

57. Em todo este livro empregaremos, para representar as derivadas, umas vezes a 

notação y' ou f {x) (notação de Lagrange), outras vezes a notação -^ (notação de Leibnitz). 

A funcção /^ (íc) pode ter também uma derivada, que se representa ^oy f" (x)^ etc. Estas 
derivadas /^^(íc), /'^''(íc), etc. têem respectivamente os nomes de derivada de segunda ordem^ 
de terceira ordem^ etc, da funcção f{x). Podem também ser representadas pelas notações 



dj"u d u 

~r^i T^' ^^^'^ P^^ motivo que adiante veremos. 
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Foi por considerações geométricas que se chegou á noção importante de derivada. Vamos 
por isso entrar por um pouco no campo da Greometria, para se poder ver a origem d'esta 
noção e apreciar assim a sua importância. 



II 
Methoílo dos limites. Methoclo infinitesimal. Oriaem cio calculo infinitesimal 



58. Dá-se, como se sabe, o nome de methodo dos limites ao modo de determinar quan- 
tidades, considerando-as como limites d'outras quantidades conhecidas. Viu-sejána Geometria 
Elementar a importância considerável d'este methodo, por meio do qual se resolveram certas 
questões relativas ao circulo, ao cylindro, ao cone e á esphera. Aqui vamos fazer ainda duas 
applicáções, importantes para o nosso íim. 

I. Consideremos uma recta MM^, que corte uma curva em dois pontos, e supponhamos 
que, quando, o segundo ponto M' tende para o limite M (i), a recta tende para um limite MT', 
e que este limite é único, qualquer que seja a serie de pontos pelos quaes passe M'; quando 
se approxima de M. A esta recta MT' chama-se tangente á curva no ponto M. 

Se forem ?/ =/(íc) a equação da curva, referida a eixos rectangulares, {x^ y) q {x-\-h^ 3/+^) 
as coordenadas dos pontos M e M', 6 e a as inclinações T'ML e M'ML da tangente e da se- 
cante sobre o eixo das abscissas, a resolução do triangulo rectângulo LMM' dará a egualdade 

M'L k f(x + h)-f(x) 
^^"^^-ML-T = ^— X— -' 

por meio da qual se determina a inclinação da secante sobre o eixo das abscissas, substituindo 

f(xAr]i)~f(x) , , . 1 . 

~j~ — — ^— pelo seu valor, tufado da equação da curva. 

Mas, quando o ponto M' tende para M, h tende para zero; logo temos a egualdade 

tang 6 = hm -7- == lim*^-^ — —, — ^-^-^? 
n h 



(1) Diz-se que uma recta fixa é o limite para que tende uma recta variável, se o angulo das duas rectas 
tende para zero; e que um ponto fixo é o limite para que tende um ponto variável, se a distancia dos dois 
pontos tende para zero. 
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por meio da qual se determina a direcção d da tangente, substituindo limiJ^^ — -I — !Z_\_ pelo 
seu valor, tirado da equação da curva. 




O T 



No caso, por exempla, de ser ?/= vR^ — x\ ou cc^ + ?/^ = R'^, teremos, mudando x em 
x-\~ h e y em y -\-h^ 



ou 



e portanto 



x'--\-2xh + h?-\~y^--\-2yk + ]ê^^'^, 



{2y-\-k)k + {2x-{-h)h = 0, 



. . y k 2x + h X 

tan2^ c/ = lim — - = — Inn 77- — -r == 

h 2y-\-k y 



Temos assim o coefficiente angular da tangente á circumferencia no ponto (x^ y). 

Foi Descartes quem primeiro considerou as tangentes como limite das posições das se- 
cantes, e, foi também este grande geometra quem deu pela primeira vez um methodo geral 
para as achar, o qual foi publicado em 1637 na sua celebre Geometria, Outros methodos 
foram depois empregados, para resolver a mesma questão, por Fermat, Eoberval, Sluse, etc. 
O methoào de tangentes que vimos de expor, é o de Eermat, com a forma simples que lhe deu 
Barrow nas suas Lectianes geometricae^ publicadas em 1679. 

II. O segmento plano AMPK, comprehendido entre uma curva AM, cuja equação é 
y=f(x)^ f{x) representando uma funcção continua, o eixo das abscissas e duas ordenadas 
AK e MP, correspondentes ás abscissas íCq e X, pode ser decomposto n'outros por meio de 
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rectas parallelas ao eixo das ordenadas, que passem por n — 1 pontos, compreliendidos entre 
K e P, cujas abscissas representaremos por cci, x^2, - . •, íCyi— i. 




O segmento ABLK está comprehendido entre dois rectângulos cuja base ó KL, cujas 
alturas são eguaes a AK e DK, e cujas áreas são portanto eguaes a h{f{x^ e hif{xi)^ hi 
representando o comprimento de KL; o segmento BCSL está comprehendido entre os rectân- 
gulos BHSL e ECSL, cujas áreas são eguaes a h%f{x[) e h<^f{pe<^)^ hi representando o com- 
primento de LS; etc. Logo o segmento considerado AMPK está comprehendido entre dois 
segmentos planos, cujas áreas são eguaes a 



(A) 



lli /(Xq) +hf(Xi)+. . , + haf{Xn-i) 



(B) 



JHf{xi) + hf{x^2)+^.^^ + hf{X). 



Posto isto, chama-se área do segmento considerado o limite para que tendem estas sommas, 
quando as quantidades 7zi, As, /^3, ..., K tendem todas para zero. Admittimos por agora, 
como postulado, que as sommas precedentes tendem para um limite commum, e que este 
limite tem um valor único, qualquer que seja o modo como se façam as divisões successivas 
de KP em partes cada vez menores (questão de que adiante nos occuparemos). 

A consideração das áreas planas como limites de sommas de outras áreas infinitamente 
pequenas, que podem ser rectangulares, como precedentemente se suppoz, ou ter outras 
formas, está contida implicitamente na demonstração ipov exaustão^ dada por Archimedes, o 
maior geometra da antiguidade, da expressão da área da espiral conhecida pelo seu nome. 
No século XVII foi este modo de considerar as referidas áreas explicitamente empregado, com 
o nome de methodo dos indivisíveis^ por alguns dos mais eminentes geómetras d'esse tempo, 
como Cavalieri e Torricelli, na Itália, Huygens, na Hollanda, Pascal, Fermat e Roberval, na 
França, Wallis, na Inglaterra, G. deSaint-Vincent e Sluse, na Bélgica, etc, os quaes obti- 
veram assim o valor das áreas limitadas por algumas curvas importantes. 



Exemplo 1.^ — Se. a curva dada for a parábola de ordem wi, cuja equação é y- 



-■ ax" 



m 
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presentando um numero inteiro positivo, e se quizermos achar a área do segmento plano 
limitado por esta curva, pelo eixo das abscissas e pela ordenada correspondente á abscissa X, 
temos, dando a Ai, h^^ . . ., h^ um mesmo valor hj e portanto a íTq, ít'i, íc^, . . ., X os valores 
Xq = O, xi =h^ x%=^ 2hj . . . , X = nh^ e considerando-se S como limite da somma (B), 

S = lim ah'"'^^ (1'"^ + 2'^' + 3^ + . . . + n^^), 

/i=0 

^^ ,,,. r^ + 2«^ + .. . + n^^v 
= aX^^^+Mim 



mas, em virtude de um theoreraa d'Algebra, do qual se dará adiante uma demonstração, 
temos 

hm 



logo 



S = a 



m+1 



Este resultado foi descoberto por Cavalieri, e depois por Fermat e Walhs. O caso par- 
ticular de ser m==2 tinha sido considerado na antiguidad^e por Archimedes. 
Se a curva dada for representada pela equação 

y = aQ + aiX + . . .+ «,,^02"^, 

acha-se do mesmo modo, suppondo que a ordenada?/ é positiva no intervallo de a? = a íc = X, 

X2 x^»+i 



S = aoX + ai---f-...+. 



CLy. 



2 m+i 

Este resultado suggeriu a Wallis a ideia de empregar as series para o calculo approxi- 
mado das áreas planas, representando primeiramente as ordenadas da curva por uma serie 
ordenada segundo as potencias das abscissas, e levou assim Newton e outros geómetras da 
mesma epocha a procurarem, como já dissemos, a representação por series das principaes 
funcçoes conhecidas n'esse tempo. 

Obtem-se, como é fácil de ver, o mesmo resultado, considerando S como limite da 
somma (A). 

Exemplo 2.® — Consideremos agora a hyperbole cuja equação é xy = a^^ e procuremos 
o valor da área S, limitada por esta curva, pelo eixo das abscissas e por duas parallelas ao 
^ixo das ordenadas, tiradas pelos pontos cujas abscissas são eguaes a íCq e X. 
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Pondo, como Ferraat, 

X[ =X^^(i+ S), X2 =- Xg (1 4- £)^ . . . , Xn-i = Xq (l + «)«-^ 

£ sendo uma quantidade tal que 

(C) x,ii+ey = x, 

O que dá 

ki=eXQ, h = (i+e)exQ, . . . , hn = {l + e^-^ ex^^, 

e, considerando S como limite da somma (x\), temos 

S = a^ lim n e. 

Póde-se ver agora^ ou por meio da theoria arithraetica dos logarithmos, como os geóme- 
tras que primeiro estudaram esta questão, ou por meio da sua theoria algébrica, que vamos 
empregar, que S é exprimivel por um logarithmo. 

Com eífeito, a equação (C) mostra que £ tende para O, quando n tende para oo, e dá 

^^_\ogX~\ogXQ^ 



portanto temos, pondo £ 

^ ' ^ 711 



Í0g(l + £) ' 
1 



S = a^ lo2' — lim -, -—-, = a- los; — lim -, 

^ X^ £=,0 log (1 + £) oco m=oo , /i -_ 1 



log H 



m 



ou, tomando para base dos logaritbmos considerados o numero e^ definido no n.° 45, 

S = a^log — 

Xq 

Este resultado explica o motivo porque a determinação da área dahyperbole levou a con- 
siderar os logarithmos de base e^ e o motivo porque a estes logarithmos se deu a designação 
de hyperhoUcos (^). 



(^) Foi G. de Saint-VinceDt quem primeiro se occupou da determinação da área da hypci^bole e foram 
os resultados a que chegou, que levaram diversos geómetras a descobrir a expressão d'esta área por loga- 
rithmos. 

O 
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in. Representemos por S e ^ as áreas de AKPM e MPTE e por X e h os segmentos 
OP e PT. A área ^ está evidentemente comprehendida entre as áreas dos rectângulos MPTF 
e GPTE, e temos portanto a desegualdade 

hf(X}<^<hf{X + h), 

que, por tender /(X + ã) para f(X), quando h tende para O, dá 

limy=/-(X), 

OU, por ser ^ o augmento da área S correspondente ao augmento h de X, 

Esta expressão da derivada da área S relativamente a X foi descoberta por Newton e 
Leibnitz. 

59. O methodo dos limites, quando se determinam as quantidades considerando-as como 
limites de razoes ou limites de sommas de quantidades infinitamente pequenas, toma o nome 
de methodo infinitesimal. Os dois principies seguintes facilitam a applicação do methodo infini- 
tesimal a muitas questões: 

1.^ Se se quizer achar o limite para que tende a razão — dt duas quantidades infinita- 
mente j)equenas o! e a^ e se as quantidades infinitamente pequenas ^' e ^ estiverem ligadas com 
Q(! e a de modo que seja 

lim-py- = l, hmy=l, 

podemos substituir u! por ^' e a por p^ e temos 

iim — == hm -rr" 
a p 

Com eíFeito, temos por hypothese 
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onde ê' e s sEo quantidades infinitamente pequenas ao mesmo tempo que «' e a. Logo será 

g' _ p^ (1 + eQ 
« P(H-£)' 

e portanto 

Imi — = iim -Vr* 
a p 

2.*^ Se as quantidades a, a! ^ . . . , «^"^ tenderem para zero, quando n tende para o infinito^ 
e se quizer achar o limite para que tende neste caso a somma doestas quantidades^ e se as quan- 
tidades positivas p;, ^' ^ ... 5 [5^^^) estiverem ligadas com a, a! ^ al\ etc. de tal modo que seja 

lim-^=l, hm -r,r=l, liin w=l? ^^^-^ 

podemos substituir oc por ^^ cf! por p^, etc,^ e vem 

lim (a + a' + . . . + a^'^) = lim (P + p^ + • • • + P^"0- 
Com eífeito, temos 

-^=l+s, |^=l+e', |^=l+e", etc, 

e portanto 

a + a' + ,. . + «(") = p + p^ +. . .+ P''«) + p8 + pV + . , . p(») £(«). 

Mas, suppondo que s ó aquella das quantidades infinitamente pequenas e, s', s''', etc. que 
tem maior valor absoluto, temos (n.^ ll-I) a desegualdade 

|p£ + pV+,.. + p("^£^^^n^|2Í(p + p' + ... + p(")), 

que, quando p + p' + - • • tende para um limite determinado es tende para zero, dá 

lim (p£ + p'e' + . . . + P^"^ £<^0 = 0. 
Logo ó 

lim(a + a' + ...)-lim(p + P'+ ..)• 

O primeiro dos principies precedentes tem applicaçao nas questões da natureza do problema I 
do paragrapho precedente, em que uma quantidade é determinada pelo limite da razão de dois 



Hosted by 



Google 



116 



infinitamente pequenos. O segundo tem applicação nas questões da natureza do problema II do 
mesmo paragrapho, em que uma quantidade é determinada pelo limite de uma somma de 
infinitamente pequenos. Em virtude d'estes princípios podemos substituir os infinitamente 
pequenos que entrem n\mia questão, por outros que a simplifiquem. 

60. Para applicar o metliodo infinitesimal ás questões da natureza do problema I do 

n.^ 58, ó necessário procurar, para as diversas funcçoes, o limite para que tende '^—^ ^ — , 

quando h tende para 0. Somos assim levados pela questão importante da determinação das 
tangentes ás curvas a considerar o problema de calculo que tem por fim achar as derivadas 
das funcçoes. Este problema é o objecto do Calculo differencial. 

Em segundo logar, para applicar o metliodo infinitesimal ás questões da natureza do 
problema II do n.'^ 58, é necessário procurar, para as diversas funcçoes, o limite para que 
tendem as sommas (A) ou (B), quand.0 /^i, M^ . . . .^ h^ tendem para zero. Somos assim levados 
a outro problema de Analyse : determinar a funcção que é o limite das sommas coiiside- 
radas. 

Adimos no n.*^ 58-111 que, se a funcção f{x) é continua, o limite para que tende S, quando 
h tende para zero, ó uma funcção de X, cuja derivada é egual a/(X). O estudo da questão 
anterior leva pois a considerar o problema que tem por fim achar as funcçoes^ quando se conhe- 
cem as suas respectivas derivadas. Este problema é o objecto do Calculo integral. 

O Calculo differencial e o Calculo integral constituem a Analyse infinitesimal^ cuja des- 
coberta é devida a Newton e a Leibnitz. A determinação das tangentes ás curvas e a quadra- 
tura das áreas planas foram as duas questões que principalmente levaram estes dois celebres 
geómetras a esta grande descoberta. 

Investigações históricas, que aqui não podemos indicar (*), levaram á conclusão de que 
Newton inventou a Analyse infinitesimal antes de 1666; todavia este grande homem, que 
junctava ao mais sublime dos génios a mais extraordinária modéstia, só tarde, cedendo a 
instancias dos amigos, se resolveu a publica-la. Esta publicação foi feita pela primeira vez 
em 1687 na sua obra immortal: Principia mathematica philosophiae naturalis^ o monumento 
mais grandioso da sciencia humana, depois em um appendice á sua Óptica, publicado em 1704, 
intitulado De quadratura curvarum^ mais tarde, em 1711, na obra Analysis per series j, fluctio- 
nes etc.^ e finalmente, com maior desenvolvimento, em um trabalho intitulado Methodus 
fluxionum et serierum etc.^ o qual appareceu em J 736, depois da sua morte. Antes da pri- 
meira publicação da descoberta de Newton, foi a Analyse infinitesimal reinventada por Leibnitz, 
que publicou a sua descoberta em um artigo celebre, impresso em 1684 nas Acta eruditorum, 
o qual tem por titulo Nova methodus pr o maximis et minibus. . . et singular e pr o illis calculi 
genus. 



(1) Para um estudo desenvolvido da historia da fundação da Analyse infinitesimal consulte-se a obra 
magistral de M. Cantor intitulada Vorlesungen iiher Geschichte der Mathematik. 
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O methodo empregado pelos dois grandes geómetras para tratar a questão é idêntico na 
sua essência, mas diíFerente na forma, mais geométrica e rigorosa na exposição de Newton, 
mais subjectiva na exposição de Leibnitz. 

O novo ramo da Analyse a que a descoberta de Newton e Leibnitz deu origem, foi im- 
mediatamente cultivado pelos dois irmãos João Bernoulli e Jacob Bernoulli, e d^^pois por Euler 
e Lagrange, os dois maiores geómetras do seu tempo, os quaes completaram a sua fundação. 
Outros analystas eminentes continuaram depois a obra que os grandes geómetras que vimos 
de mencionar iniciaram, desenvolvendo e completando uns capitules, junctando outros, trans- 
formando alguns em novos ramos, aperfeiçoando as condições para a applicação de alguns 
theoreraas primitivamente enunciados de um modo vago, descobrindo novas applicações, etc, 
como se verá em diversos logares d'esta obra. 

As primeiras obras em que a Analyse infinitesimal foi systematicamente exposta, foram 
o Traité des infiniments petits de L^Hospital, publicada em 1696, fructo das lições que a este 
geometra deu João Bernoulli, a continuação d'aquelle tratado por este ultnno, e o Treatrise 
on Fluxions de Maclaurin, publicado em 1742. A estes primeiros ensaios seguiram-se as Listi- 
tutiones calculi differencialis e as Institutiones calciãi integralis de Euler, publicadas no inter- 
vallo de 1755 a 1770, onde aquella analyse foi apresentada pela primeira vez debaixo de 
forma completa. 
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CAPITULO II 



I>erivad.as cie pi?lineii:*a orclein 
<ias fiinccoes r^eaes de var^iaA^eis reaes 



Theoreinas geraes 

61. I. Seja y uma funcçao de x definida pela egualdade 

e procuremos a derivada d'esta funcçao relativamente a íCjSuppondo que ípi (íc), Í*2(í^)5 ^to. 
admittem derivadas finitas no ponto x. 

Mudando íc em íc + ã e chamando li^ Zi, Z2, . • ., In os augmentos correspondentes de y^ 

(pi (íc), ^f2 (i»), etc, teremos 

/c= íi±Z2±. . .+ 4, 
d'onde se deduz^ quando In tende para zero, 

lim -7- = Hm -7- -f lim -3- + . . . 
h h — a — 

ou 

2/' = (pi (a?) ± ?2 (^) +• e • ± ?n (í^). 

Logo a derivada de uma somma algébrica de funcçoes é egual á somma algébrica das ãe-- 
vivadas das parcellas. 
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11. Procuremos a derivada do producto 

y = cpi {x) . çp2 {x) 

de duas funcções dadas, que admittam derivadas finitas no ponto x. 

Mudando cc em íc-f-^ e chamando k^ Zi, h os augmentos correspondentes de y, cpi (x) e 
<p2 {x)y vera 

^ -f- A; = cpi (í^ + /^) . (p2 (í^ + ^) = [ípi H + li] [?2 H + ^2 j . 

Temos pois 

Jc=l[(f^ (x) + h ?i (a?) + li . ^2, 

e portanto, quando h tende para zero, 

lim -— = Ç2 (íc) lim — + (pi (cc) lim ^> 
ou 

y^ = ^'i(x)(D^(x) + (f'2(x)(fi(x). 

Do mesmo modo se vê que a derivada do producto 

y = (Di{x)(f^{x). . .^,i{x) 
é dada pela fórmula 

y^=(D'i(x)fV^{x). . .(fn(x) + ^i(x)^'^(x). . ,<Dn{x)+, . . + cpj (o?) cp^ (íZ?) . . . Cf ', (í^) ; 

e portanto a derivada de um proditcto de funcções é egual á somma dos productos que se ohtêem 
multij^licando a derivada de cada factor pelo producto de todos os outros, 

III. A derivada do quociente das mesmas funcções 

'f 1 {x) 



y- 



^%{x) 



obtem-se egualando os limites para que tendem os dois membros da identidade 



1 
h 


■(pi {x + ^) ípi {x)' 

.(p2 {X + h) (p2 {X)] 


1 

ÍP2 {X) (p2 {X + h) 






-^i{x) 


^^^{x-\-h) — (^^{x)' 


) 



¥2 {X) 



(fi{x~^Il) — (^i (x) 
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quando h tende para zero, o que dá 

cpi {x) Cp-2 'X) — Cpl (íc) Cp^ (x) 



y 



[Ç2 {Xjf 



Logo a derivada de uma fracção é egual ao quociente que se ohtem dividindo pelo quadrado 
do seu denominador a diferença entre os productos da derivada do numerador pelo denomi- 
nador e da derivada do denominador pelo numerador, 

IV. Seja y um^ funcção de funcção de x determinada pelas equações 

y=f{u),u = ^{x), 

e procuremos a derivada de y relativamente a x^ suppondo que cp {x) admitte uma derivada 
finita no ponto x^ e que/(?^) admitte uma derivada finita no ponto u correspondente. Cha- 
mando Z e A; os augmentos de u e de y^ correspondentes ao augmento h de x, temos (n.*' 56) 

^=/(« + Z)-/(«)=^(^ + e), 

onde ses' representam quantidades infinitamente pequenas com ã; e portanto 

k ( ^y _i_\ /^^ i_ A 
h \du / \dx / 

Egualando agora os limites para que tendem os dois membros d'esta identidade, quando 
h tende para O, vem 

dy dy du 
dx du dx 

Temos pois o theorema seguinte : 

Se y é funcção de u e u é funcção de x^ a derivada de y relativamente ax ê egual ao pro- 
dueto da derivada de y relativamente a u pela derivada de u relativamente a x. 

V. Se resolvermos relativamente a íc a equação y—f(x)^ vem uma equação da íórma 
x = (f(y)^ e á funcção (f(y) chamn-se funcção inversa def(x). 

Supponhamos que as funcções f(x) e cp (y) têem um único valor para cada valor de cc e 
de y^ que a funcção /(íz?) é continua e que a funcção (p (?/) admitte uma derivada finita no 

P 
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ponto y. Chamando h o augmento infinitamente pequeno de y, correspondente ao augraento 
infinitamente pequeno h de Xy temos 

^ = ? (j/ + ^) - ? (3/) = ^ Vi iy) + ^] 1 

onde a representa uma quantidade infinitamente pequena com k^ e portanto com A. 
Logo 

f (x) == lim -7- = lim , , , , =^ , r- r, xn ' 

Logo a derivada de uma fimcção é egual á unidade dividida pela derivada da sua funcção 
inversa. 



II 
Deriyadas das fiiiicçôes explicitas algelbricas^ logaritlmiicas^ circulares^ etc, 

62. Vamos agora procurar as derivadas das funcçoes explicitas reaes consideradas na 
Álgebra e na Trigonometria. 

Todas estas funcçoes são constituídas por funcçoes simples^ chamando funcçoes simples 
aquellas em que a variável entra affectada de um só dos signaes usados para indicar as com- 
binações analyticas. Por meio dos theoremas demonstrados no n.^ Ql^ póde-se formar a deri- 
vada de qualquer funcção, quando se conhecem as derivadas das funcçoes simples, e vamos 
porisso procurar estas derivadas. 

As funcçoes simples são as seguintes: a^x^ hx^ x''^\ e^^ log íc^ seníc^ cosíc^ tangíC;, cotcc^ 
sec X., cosec X;, are sen x^ are cos Xj, are tang x^ are cot x^ are sec x^ are cosec x. 

Nem todas estas funcçoes são independentes, e bastaria portanto procurar as derivadas 
das funcçoes 

a -f- Xj axy e^^ sen x^ 

de que as outras dependem. Em todo o caso serão aqui todas consideradas, para termos 
regras que permittam escrever immediatamente as suas derivadas, attendendo á frequência 
€om que apparecem na Analyse. 

1) A derivada da funcção y^a-^^x ó 

2/' = ±l. 



Hosted by 



Google 



123 



2) A derivada de ?/ = 5íc é 



'=^b. 



A derivada da fimcção de funcção 

y = a-\- hu^ 

onde II representa uma funcçao de x^ é (n.*^ 61-lV) y'^hi'; e vê-se portanto: 1.*^ que a 
derivada do producto de uma constante por uma funcção é egual ao producto da constante 
jpela derivada da funcção j 2.^ que as constantes podem ser consideradas como funcçoes cuja 
derivada é nulla. 

3) No caso da funcção y = e^, onde e representa o numero definido no n.^ 45, temos 



y =■- iim = = e^ lim - 

/i=0 '^ k=0 



h 



Mas, como e^^ tende para o limite 1, quando h tende para zero, podemos pôr 



71 



onde 02 representa uma quantidade que tende para o infinito, quando h tende para zero ; o- 
que dá 



h=\og{í+-}, 



representando por hg os logarithmos neperianos. 
Virá pois 



y' == e^ lim 



1 



^^^" n log ( 1 + — ) lim log (l + -"^ ^ " 



e por consequência (n.^ 45) 



y' = e^. 
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Se for y = e^^ e ií = cp(íc), teremos (n.^ 61-IV) 



y' = e^u' ^ 



o que dá a regra seguinte : 

A derivada da exponencial de hase e é egual ao producto da mesma exponencial pela deri- 
vada do expoente. 

Se for y=a^^ teremos 

yz=e^ log a^ 

e portanto 

y' :=a'^u'\oga. 

4) A funcção logarithmica y=\ogx^ onde a variável x é positiva, dá x=-ey^ e portanto 
(n.^ 61-V) 

^ ey X 
Se for 2/ = logi^ e ii = ^{x)^ teremos (n.*^ 61-IV) 

Logo a derivada do logarithmo neperiano de uma funcção é egual á derivada da funcção 
dividida pela funcção. 

Se for a a base dos logarithmos, teremos (n.*^ 47-IV) 

\ogu j ul 

y = Ioga ^^ = í ? y = —\ ' 

^ ^ log a '^ uloga 

5) No caso da funcção 

y = x^ 
temos 



o que dá, quando o expoente de e é real, isto é, quando x é positivo e m real (^), 

, m nn/ ^^ . 

^ XX 



( ) A derivada da exponencial de expoente imaginário será considerada adiante. 
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Se X é negativo e m é real, iponão x = — z^ temos 

e portanto 

como no caso anterior. 

Se for y==u^^ e w = cp (a?), vem 

Logo a derivada da potencia do grau m de uma funcção fórma-se multiplicando o expoente 
pela potencia de grau m — 1 da funcção e pela derivada da funcção. 

A regra precedente abrange as raizes das funcçoes, visto que podem ser representadas por 



f ^ 



-! 1 

m / 



potencias com expoentes fraccionarios. Assim a derivada de y^^w é — u^^^ u' / 
Se for y = u^^ u e v representando funcções de í;c^ temos y = e^^^'^'^ e portanto 

y^ =u^ {v'\ogu-\- — v\' 

6) A funcção y == sen cc dá 

I 7x 2sen-^cos (^^ + -17- 
, ,. sen(íc + /i) — seníc ,. z \ 2 
3/ = lim ^ r-^ = hm — 7 

h 

sen^ 

= cos X Jim - — = ) 

2 
e portanto 

y == cos X. 

7) Por ser cosí« = sen í-^ — ícj, a derivada da funcção zy = cosíc é dada pela egualdade 

y^ = — sen Xo 

sen X 

8) A derivada de 3/ = tanga? obtem-se derivando a fracção , o que dá 

cos X 

1 

= secant^ x. 



COS^ÍC 
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Do mesmo modo se acham as derivadas de cotcc^ de seccc e de cosecíc: 



9) 2/ = cot x^ y' = 2 ~ "^ — ^^^^^^ ^> 

sen QG 



10) y = sec x^ y' = ^ — = ^^^S ^ ^^^ ^^ 



11) ?/ = cosecíc^ y^ = — cotcc oosecíc. 

12) Passando ás funcções circulares inversas, consideremos primeiramente a funcçao 

y == are sen Xj, 

que é real no intervallo de x = — 1 a a? = l e tem um numero infinito de ramos. 

Applicando o theorema V do n.*^ 61 ao ramo formado pelos valores ãe y comprehendidos 

entre — ^- e +-^-5 temos 

y 



cos?/ -\-\/\—x^' 

Do mesmo modo se acha a derivada dos outros ramos da funcçao. 

Obtêem-se de um modo semelhante as derivadas de are cos o?^ de arctangíc^ etc. 



-Vl-íc2 



14) y = are tang x, y' = -j-qT^^' 



1 

15) y = are cot a?, y = — —j-—^, 



16) z/=arcsecí^, y' ==~ ~j= 

-\-x \ x^— 1 



17) ?/== arccoseccc^ 3/' 



— X V x^— 1 
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considerando o ramo de are cos x comprehendido entre O e ti, e os ramos de are sec íu e de 
are cosecít? comprehendidos entre O e -^(O- 



III 

Helaçôes entre as fimcçoes e suas derivadas 



63. Theorema 1.^ — Se a fimci^ão f (x) tiver uma derivada finita e differente de zero no 
ponto a^ a funcção cresce com Xj, na visinhança do ponto a^ se a quantidade f (a) é positiva, 
e decresce^ quando x cresce^ se f^ (a) é negativa, 

É o que se deduz da egualdade 

/(«±Ã) = /(«)±/í[/(a)+4 

Com eífeito, por ser s infinitamente pequeno com h^ pode sempre dar-se ao numero hi um 
valor tão pequeno que a somma /^ (a) + s tenha o signal de f {d)] quando |^|<^Ai. Logo, sô 
/' (a) é positiva, temos 

/(«-70</(«)</(« + Ã), 

quando |/^|</^l; e portanto, quando x cresce desde a — hi até a + Ai, a funcção /(íc) cresce. 
Se porém /^ (cí) é negativa, temos 

/(a-Ã) >/(«)>/(« + A), 

e a funcção f{x) decresce, na visinhança do ponto a, quando x cresce. 

64. Theorema 2.^ — Se a funcqão f{x) tiver uma derivada f (x) finita em todos os 
pontos, desde xo até X, e se for f (xq) = ef(K)==0, existe sempre um valor de x, comprehen- 
dido entre .Tq e X, que annulla f (x). 



(') Os inventores do calculo infinitesimal deram directa ou indirectamente regras para formar as deri- 
vadas e diíferenciaes das funcções algébricas, as únicas que consideraram no primeiro trabalho em que publi- 
caram a sua descoberta, e as funcções dependentes de logarithmos ou arcos de circumferencia. João Ber- 
noulli occupou-se da differenciação das funcções exponenciaes no trabalho, consagrado ao calculo exponencial, 
mencionado no n.» 47. Finalmente Euler reuniu todas as regras e considerou esta questão de uma maneira 
systematica completa nas suas Institutiones calculi differeritialis. 
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Esta proposição, conhecida pelo nome de theorema de Rolle (^), foi demonstrada por 
O. Bonnet do modo seguinte. 

Por ser a fancção/(íc) contínua no intervallo de íco a X e nulla nos extremos d'este in- 
tervallo, ou será constantemente nulla n'este intervallo, ou existirá um ponto X{ onde terá 
um valor /(cci) maior, se a funcção é positiva, ou menor, se é negativa, do que nos outros 
pontos (^). No primeiro caso será /^ (íc) == O, qualquer que seja cc. No segundo caso será 
f [Xi) = 0\ porque, se /' fei) fosse dlíferente de zero, teriamos, na vesinhança de X{^ 

f{xi-\-h)>f{xi)yf{xi — h), 

se /(íci) fosse positivo, e as desegualdades contrarias, se/(í:ci) fosse negativo, e porisso/(ít?i) 
não seria nem o maior nem o menor valor de/(cc) no intervallo considerado. 

Theorema 3.^ — Se a funcção f{x) tiver uma derivada f (x) finita em todos os pontos 
desde Xq até X, será 

XI representando um valor comprehendido entre cCq e X. 

Com effeito, applicando o theorema precedente á funcção 

cp (x) =/(^) _/(«,„) _-|^ [/(X) -f(x,)], 

que se annulla quando se faz x = Xq e quando se faz cc = X, temos a egualdade 

^'(x0^f(xO-^^^^^^ = 0, 

que dá a fórmula enunciada. 

Por estar Xi comprehendido entre íc^ e X, pode pôr-se Xi=XQ + 6h, representando por k 
a diíFerença X — íCq e por 6 uma quantidade positiva desconhecida, comprehendida entre zero 
^ a unidade; e temos 



(1) Por ter sido dado por Rolle, no caso particular das funcções inteiras, no seu Traité d^Alffebre, publi- 
<íado em 1690. 

(2) O. Bonnet considerava como evidente a existência de um valor /(cci), maior do que os outros valores 
da funcção. Weierstrass demonstrou rigorosamente este facto, que é o objecto do theorema 3.'' do n." 37. 
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Doeste theorema, devido a Lagrange, deduzem-se os dois corollarios seguintes : 

1.'' Se a derivada de uma funcção f{x) é nidla num certo intervallo^ a funcção é constante 

no mesmo intervallo. 

Com effeito, sendo x^ e Xç^-\-h dois valores de x pertencentes ao intervallo considerado, 

por estar XQ-{-Qh comprehendido no intervallo de x^ aíc^ + Zz, será f (xQ-}-dh) = 0^ e portanto 

/(^o + ^)=/(^o)- 

2.^ Se duas funcgoes f (x) e ¥ (x) tiverem uma mesma derivada finita em todos os j)ontos 

d' um certo intervallo^ a sua differença será constante no mesmo intervallo. 

Com effeito, por ser nuUa a differença /^ (íc) — W (x) das derivadas das duas funcções no 

intervallo considerado, é constante (corollario precedente) a funcção correspondente /(íc) — F (ítj) 

no mesmo intervallo. 

Theorema 4.^ — Se as funccoes f{x) eF(cc) tiverem derivadas f (x) e W {x) finitas em 
todos os pontos desde Xq até X, será 

F , X) - F [x^) F' feo ^- d (X - Xf,)] ' 

se a funcção F' (x) for ãifferente de zero no intervallo comprehendido entre Xq e X. 

Demonstra-se este theorema, devido a Caucliy, applicando o theorema de Rolle á funcção 

,o{x)==f{x,)-f{x)-[F{x,)-F{,^]Í!^0^^y 

que se annulla nos pontos íCq e X ; o que dá a egualdade 

ou 

/(X) -f{x ^ _ / fa.i) _ / [^0 + (X - x^)] 
F iX) — F {Xq) ¥' (íci ) F [x^ + e[X-xo )] 

Nota. Deve-se observar que os theoremas 2.^, 3.^ e 4.^ ainda têem logar quando as 
funcções /(íz?) e F (x) não têem derivadas finitas nos pontos xq e X, se todavia estas funccoes 
são contínuas n'estes pontos. É q que resulta immediatamente das demonstrações que vimos 
de dar, d'estes theoremas. 
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IV 



Funcçôes de muitas Yariaveis 

65. Passando agora ás funcçôes de muitas variáveis, consideremos a funcção 

das variáveis independentes x^ y^ etc. 

Podemos derivar z relativamente a x^ considerando as outras variáveis como constantes, 
ou relativamente a y, considerando as outras variáveis como constantes, etc. A estas deri- 
vadas dão-se respectivamente os nomes de derivada parcial de z relativamente a x, de deri- 
vada pardal de z relativamente a y^ etc. 

Para representar as derivadas parciaes de primeira ordem de z relativamente sl x^ y^, ... 

empregam-se as notações -^, — , ... As derivadas de -^ relativamente a, x^ y, ... repre- 

3^25 6^25 d^z 

sentam-se pelas notações -^-^-j -^ , .... Em geral, representa-se por ^ a derivada 

ox ox (jy ox íqij ... 

parcial de ordem n que resulta de derivar a funcção dada a vezes relativamente a x^ depois 

o resultado h vezes relativamente a y^ etc. 

Empregam-se também muitas vezes, para representar as derivadas de primeira ordem de 

z, as notações fç,{x^ y, . . .), f\j{Xy y, ...)., . . ., para representar as derivadas de segunda 

ordem, as notações fl^{x, y, . . .), fly{x, y, . . .), . . ., etc. 

66. Theorema 1.^— 8e as derivadas f^y (x^ y) e fy^ix^ y) forem funcçôes continuas de 
X e y^ é 

fry {^> y) -fy^ (^^ y)' 

Gom eíFeito, app) içando o theorema 3.'^ do n.^ 64 ás funcçôes 

f{x, yA-k, . . .) — f{x, y, . . .),f,(x + di li, y, . . .), 
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considerando na primeira x como variável independente e na segunda y^ vem 

fix + h, y + k, ,,.)-f(x + h, y, ...)-.[f{x, y + k, . . ,)-f(x, y, . . .)] 

= hkfly {x + dih, y + 6^2h • • • ), 
onde di e 62 representam duas quantidades comprehendidas entre O e 1. 
Applicando o mesmo theorema ás funcções 

f{x + h, y, . . .)-f{x, y, . . .), fyio^, y + ^% ' "\ 

considerando a primeira como funcção de y e a segunda como funcção de Xj, vem do mesmo 
modo 

f(x + h, y + k, . . .)—f{x, y + k, • • .) — [f{x+h, y, . . .)--f{x, y, . . .)] 
= hkfl{x + dh,y + d% ...), 

onde Q e. ff representam quantidades comprehendidas entre O e 1. 
Egualando estes dois resultados, vem a relação 

f:y{x+dih,y-^d^2h ...)-=/;(^+«^'. ^+^'^, -••), 

da qual se deduz o theorema enunciado, fazendo tender h q k para zero. 
TheoeEMa 2.° — Se as derivadas 

dx.,.dtdudv dx...dtõvdu 

forem funcçoes continuas de u e v^ póde-se inverter a ordem das duas derivações consecutivas^ 
relativas a u e v^ e temos 

6«2 8«2J 



Cx . . .ot du dv dto. . . dx, . ,dt dv du div , , . 

Com effeito, temos primeiramente, em virtude do theorema anterior, 



a^ 



8^"2; dx,.,dt d.v...dt 



dx, . . òt du dv du dv dv du 
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e portanto 



ôx . . .dt du dv dx. . . dt dv du 



Derivando em seguinda ambos os membros d'esta identidade relativamente a lo^, etc, 
obtem-se a egualdade que se queria demonstrar. 

Se notarmos que qualquer mudança na ordem em que se eíFectuam as derivações rela- 
tivas a x^ y^ etc. pode ser obtida por mudanças successivas da ordem de duas derivações, 
póde-se, por applicaçoes successivas do theorema que vimos d© demonstrar, inverter a ordem 
de qualquer numero de derivações. Em todas estas mudanças deve-se attender ás condições 
relativas á continuidade das derivadas impostas pelo theorema. 

67- Vamos agora estender o theorema 3.^ do n.^ 64 ás funcções de muitas variáveis 
independentes. 

Applicando este theorema á funcção/(cc^ ^ + ^)? considerando-a como funcção de x^ vem 

f{x + h,y + k) =f{x, y + h) -f hf: [x -h hh, y + h), 

quando a funcção considerada tem uma derivada parcial relativa a x^ finita em todos os 
pontos do intervallo de o? a cc + ^. 

Applicando o mesmo theorema á funcção f{x^ y)^ considerando-a como uma funcção de y^ 

vem 

/ {x, y + k) =f(x, y) -[- hf^ {x, y + fe/c) , 

quando a funcção considerada tem uma derivada parcial relativa a y^ finita em todos os pontos 
do intervallo de y a y-\-h. 
Temos pois 

f{x + h, y + k)^ f{x, y) -f Ã/; {X + e.,h, y + k) +/„ (x, y + hk). 

Do mesmo modo se acha, no caso de muitas variáveis, a fórmula seguinte: 

f{x + h, y + k, . . ., t+l)=f{x, y, . . ,) 
\ ^-hfÁx V6ih,y-^k,...,t+l) 

+ 

^-lf,{x,y,...,t + f).,l). 
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68. D'este theorema deduzem-se os dois coroUarios importantes seguintes: 

1.^ Se as derivadas parciaes de primeira ordem da funcção f(x^ ?/, . . .) forem todas 

finitas, f(Xj y, . . .) é uma funcçao continua de íc, ?/, etc. Com eíFeito, o primeiro membro da 

fórmula (1) tende para/(íc, ?/, . . •), quando h^ k^ etc. tendem para zero. 

2.^ Se /^(íc, y-, . . .) for uma funcção continua de íc, 3/, . . . , í, se f\j {xy y^ . . .) for uma 

funcção finita de íc e uma funcção continua das outras variáveis, e assim successivamente, 

temos 



(2) 



\f(yj-h, y^-k, . . •)—f{x, y, ,. .)--=lif,{x, y, . . .) + /v/;(,t, ?/, . . .) + 



onde ai, a^^ etc. representam quantidades que tendem para zero, quando todas as quantidades 
^, k^ etc. tendem para zero. 

Com eíFeito, temos n'este caso 

/; {x + dih, y + k, .. .) =f, (x, y, . . . ) + aj , 
/; {Xi, y + fe k, . . .) -/; {x, y, . . . ) + a., 



onde ai, «2, otc. representam quantidades que tendem para zero, quando h^ k^ etc. tendem 
para zero. 

Substituindo estes valores na fórmula (1), vem a fórmula (2), que se queria demonstrar. 

Nas applicaçoes que fizermos da fórmula (2), supporemos, algumas vezes, para simplificar 
os enunciados das proposições, que f'^(Xj y^ • ' •)? f'y (^^ y> • • •)? ' • • ^^^ funcções continuas 
de todas as variáveis x, y, . . . , i. 

69. Derivadas das funcções compostas, — A funcção f{ui^ i% . . . , u^^^ onde i^, w^j^etc. 
representam funcções de x., dá se o nome àe funcção composta de x por meio de Ui, u^^ etc. 

Da fórmula (2) deduz-se uma regra importante para derivar estas funcções. 

Dê-se a cc o augmento infinitamente pequeno li e sejam Zi, h^ etc. os augmentos correspon- 
dentes de Uij 1^2, etc. Se a funcção /(^u, m-i . . .) admitte derivadas parciaes relativamente 
a wi, 1Í2, etc, finitas nos pontos (i/^i, 1^2, • • Oj correspondentes aos valores dados a íc^ e se 
a derivada de/(í^.i, 1^2, • . •) relativamente a zq é uma funcção continua de wi, W2, • . ., i-^, 
se a derivada de/(?ij, zí27 . - •) relativamente a ^2 e uma funcção continua de u<^^ 2/3, ..., u^^ 
e assim successivamente, a fórmula (2) dá 



+ «1 ^1 + «^2 Z-2 ~Í~ • - 



diíi 



Ou% 
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onde ai, a2, etc. representam quantidades que tendem para zero, quando Zi, Z2, etc. tendem 
para zero. 

Temos pois, quando h tende para zero, 

f{u\ + Zl, 2^2 + ^-2., • ♦ >)—f{Ui, Ut^ ♦ . .) 

= -^ ^- hm -— + ^^^ hm —- + ... 

I r ^' I r ^"^ I 

+ ai hm — - -f «2 lini —- -j- . . . , 

/z h 

e portanto 

^ ^ (iíc ôiíi dx du<^ dx ' dun <^^^ 

Esta fórmula hnportante dá a derivada das funcçoes compostas, quando sao conhecidas 
as derivadas das funcçoes que entram na sua composição, e contém como caso particular os 
theoremas 1.% 2.% 3.^ e 4.^ do n.^ 61. 

70. Funcçoes homogéneas, — Diz-se que/(íC;, 7/^ . . .) é uma funcção homogénea j, do grau 
m^ quando satisfaz á condição 

f{fx, iy, ,,.)==t-^f{x,y, ...). 

Derivando os dois membros d'esta identidade relativamente a t por meio do theorema 
anterior, vem 

f:{fx,ty, .,.)x+f^(tx, ty, ,, ) y + .,, = mt-^-\f{x, y, . . .) 

e, pondo t^=l^ 

f,{x, y, ., .)x-Vf\^{x, ?/,...) ?/ + .. . = mf{x, y, ..)• 

Consiste n'esta egualdade o theorema de Euler relativo ás funcçoes homogéneas (^). 



(^) A theoria da differenciação das funcçoes de muitas variáveis foi considerada pela primeira vez de 
um modo systematico geral por Euler nas suas Inst, Cal. diff.^ onde vera também, como appHcaçâo d'esta 
theoria, o theorema que vem de ser demonstrado. 
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71. A noção de diíFerencial pode ser estendida ao caso das funcçoes de muitas variáveis 
independentes. 

Se diíFerenciarmos a funcção z = f(x^ y^ . . .) relativamente a cada uma das variáveis, 
considerando as outras como constantes, obtemos os resultados 

dz ^ dz ^ 
^r— clx. — ay. . . . , 
õx ' dy 

a que se dão os nomes de differenciaes parciaes de z relativamente a íc^ a 3/^ etc. A somma 
doestas differenciaes parciaes dá-se o nome de differencial total de z, Eepresentando-a por dz^ 
temos pois a egualdade 

dz = -TT— dx -A- — dy-\- . . . , 

óx ^ dy 

que define dz. 

Seja z-=f(ui^ u^j . . .) e supponhamos que Ui^ 1(^2, • • . são funcçoes de x^ y^ . . .; temos 

., / dz diii , dz au<^ , \ ., 

\OUi CX OK^ ÔX 1 

, / 62 cui dz diH _i \ 7 
\din dy du^ dy ' ' ' J '^ 



+ . 



Logo 



dui dui 

dui = -7^ — dx + -;^- av -4- . . . , 

ÔX ^y 

du^ = ^^ — dx 4- a?/ -h . . . , 

bx dy 



dz = -^ — dui -\- TT — du^ + • 
OUi ôu<^ 



Vê-se pois que dz tem a mesma expressão, quer Ui^ wg, . . . sejam variáveis indepen- 
dentes, quer sejam dependentes de outras. 

Da egualdade precedente resultam, como corollario, as relações 

d (iii + W2 + . . .) =■ d(({ + dii<^ + . . • 

-, . . , , ^ . u\ it'i dii{ — Ui du<^ 

d (ui 112) = Ui dit<2 -\- 11^ diii, d — = -^ 5 
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as quaes mostram que ás regras, dadas no n.^ 61, para formar as derivadas da somma, pro- 
dueto e quociente de funcçoeSj correspondem outras análogas para formar as respectivas 
dififerenciaes. 



V 

Fimcçoes iiiiplicitas 

ra. Consideremos agora as funcções implicitas, isto é, procuremos a derivada relativa- 
mente a íc de uma funcçao y dada pela equação 

(1) Y[x,y)^^. 

Seja ?/==(p(íc) uma funcçao que tenha um único valor para cada valor de íij e que satis- 
faça a esta equação, e supponhamos que cp (x) admitte uma derivada finita. N'este caso o theo- 
rema relativo á derivação das funcções compostas (n.^ 69) dá 

(2) F;(a., 2/) + F;(ík, 3/)2/' = 0; 
e portanto temos a fórmula 

Fl (x, y) 



(3) y' — 



f;(«^. y) 



por meio da qual se obtém a derivada da funcçao ^{x), sem resolver a equação proposta 
relativamente a ^. 

Por meio da fórmula precedente temos a derivada y^ expressa em funcçao de x e y. Se 
quizermos esta derivada só expressa em funcçao de uma variável, eliminaremos a outra por 
meio da equação proposta. 

Derivando pela mesma regra a equação (2), vem a equação 

F:; {x, y) + 2 F; {x, y) \j + F; {x, y) y'^ + F; [x, y) y'< = O 

que determina y. 

Continuando do mesmo modo, obtêem-se equações que dão y''^^ y^^\ etc. 

Ás equações que se obtêem derivando successivamente uma equação dada, são respectiva- 
mente do primeiro grau relativamente a y, y'^^ y'" ^ etc. Porém este grau pôde elevar-se, já 
fazendo desapparecer radicaes que lá entrem, já eliminando entre ellas algumas quantidades. 
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Assim, por exemplo, a equação 

a^ if' -\-W'x^ === a^ b^ 

dá, derivando os seus dois membros relativamente a x^ considerando y como funcção de x, 
a seguinte : 

que determina y'. 

Se quizermos exprimir a derivada só em funceão de x^ temos de eliminar y entre estas 
equações, o que dá 

a^(a^^-x'-)y'^ = b^xK 

Esta equação, ou a anterior, determinam as derivadas dos dois ramos de funcção que se 
obteriam resolvendo a proposta relativamente a y. 

IS» Toda a relação da forma 

onde y^^^ é a derivada da ordem mais elevada^ tem o nome de equação dífferencial da ordem n, 
O estudo doestas equações será feito no Calado Integral. Aqui iimitar-nos-hemos a observar 
que da equação 

F{x, y, Cl, C2, o . ., c^) = 0, 

que contem n constantes arbitrarias ci, C2, etc, resulta uma equação diíFerencial da ordem n^ 
independente doestas constantes. 

Com eífeito, derivando n vezes esta equação, obteremos n equações da forma 

Fi(í3?; y, y, ci, C2, ...) = 0? 
1^2 (a?, y, y, y", ci, c^, ,..) = 0; 



Fn(í^, ^, y, /', ••My"^ Cl, ^2, ...)-=0; 



entre as quaes e a proposta podemos eliminar as n constantes arbitrarias. Chega-se assim a 
uma equação da forma 

independente doestas constantes. 
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Em Geometria esta equação representa uma propriedade commum a todas as curvas cor- 
respondentes á equação proposta. 

Exemplo. Consideremos a equação d'um systema de cónicas homofocaes 

A + c~^B + c ' 

onde A e B representam constantes determinadas e c uma constante arbitraria. 
Derivando esta equação relativamente a x^ vem 

^ 1 3/y _Q^ 



A + c ' B + c 



A eliminação de c entre esta equação e a anterior leva á equação differencial das cónicas 
consideradas 

Por cada ponto do plano passam duas cónicas, que correspondem aos dois valores que a 
equação proposta dá para c^ quando se substituem n'ella x q y pelas coordenadas do ponto 
considerado. A equação differencial que vimos de obter, dá para y' dois valores ^/i e ^/ó, que 
satisfazem á condição y\y^i = — l; logo as tangentes a estas duas cónicas, no ponto em que 
se cortam, são perpendiculares uma á outra. 

74. As derivadas parciaes das funcçoes implícitas de muitas variáveis obtêem-se proce- 
dendo como no n.^ 72. 

Assim as derivadas parciaes relativamente h x ^ y da funcção implícita z^ dada pela 
equação 

¥{x,y,z) = 0, 

obtêem-se por meio das egualdades 

dx dz ' dx ^ dy ' dz ' dy 

Em geral, se tivermos as n equações com 7/1 + 72 variáveis, das quaes n sejam depen- 
dentes e m independentes: 

Fi (a?J, a?-2, . . . , X^^, 2i, 252, . . . , 2,j) = O, 

F2 (Xi, X^, . . . , X,n, Zi, 22, . . . , ^n) = O, 



Lny^h '^^J • • • 5 '^nijf ^h ^-? * * * 5 ^n) — ^y 
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podemos achar as derivadas das variáveis dependentes z\, z^i^ , , , ^ z,^ relativamente ás variá- 
veis independentes cci, cc-2, .. . , íCm resolvendo as m.n equações do primeiro grau 

bxi ' dzi ' dx[ ' * dzti. ' dxi ' 



que resultam de derivar as anteriores relativamente a cri, ccs, otc, considerando ^i, ^2, etc. 
como fancções d'estas variáveis. 

Derivando estas equações relativamente a íci, x^^ etc, obtêem-se outras, que determinam 
as derivadas de segunda ordem de sj, £"2, etc, e assim successivamente. 

75. Toda a relação entre uma funceao e suas derivadas parciaes 

./ dz dz a-^ \ 

tem o nome de equação ás derivadas parciaes. Se a derivada da ordem mais elevada que 
entra n'esta equação, é da ordem n^ diz-se que a equação é da ordem n. O estudo d'estas 
equações será feito no Calculo Integral, Aqui limitar-nos-hemos a observar que de toda a 
equação 

¥[x, y, z, cp(i^)]=0, 

onde (p {u) representa uma funcção arbitraria de ii e u representa uma funcção determinada 
de a?, ^ e z^ resulta uma equação ás derivadas parciaes de primeira ordem, independente de 
íp, a que satisfaz a funcção z dada por aquella equação. 

Com eíFeito, derivando-a relativamente a. x e ^ y e representando -^ e -;r— por^ e q^ 
temos as equações 

aF . aF , aF , , , /du , du \ ^ 



dx dz acp (ii) ^ ^ ^ \dx dz ' 

dy bz a^p (11) ' ^ \òx cz 



que, pela eliminação de cp (u) e cp' (w) entre ellas e a proposta, dão uma equação ás derivadas 
parciaes de primeira ordem, independente da funcção arbitraria. 

Exemplos. 1.*^ A equação geral das superfícies cylindricas 

X- — az = (f(y — bz) 
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dá, derivando relativamente a íc e a 3/;, considerando z como fimcçao d'estas variáveis, 

1 — a jp = — h jpa^' {y — hz)^ 
— a q = {l -h q)^' {y—hz); 

e portantO; eliminando ^'{y—hz)^ temos a equação ás derivadas par ciaes das super ficies cylin- 
dricas 

ap-\-h q=l^ 

que deve representar uma propriedade commum a todas estas superfícies. Adiante veremos 
qual é esta propriedade. 

2.° A equação geral das superfícies de revolução 

ax + ^y + z = ^[{x-hf-\-{y-l)^-\-z% 

cujos eixos coincidem com a recta representada pelas equações 

x = az-\-k^ y = Ç)Z-\-l^ 

dá do mesmo modo a equação ás derivadas parcíaes d'estas superfícies 

(a-\-p) (y-l-{-qz) = (^ + q) (x-k+pz). 

3.^ Finalmente da equação geral das superfícies cónicas 

X — a íy — h 



z — c ' \z — c 



y- 



resulta a equação ás derivadas parciaes doestas superfícies 

{x — a)p+{y—'b)q = z — c. 

76. Viu-se nos números anteriores o modo de achar as derivadas das funcções implí- 
citas, quando se sabe á priori^ como acontece em muitos casos, que a funcção que se consi- 
dera admitte derivada. Passando agora ao estudo das condições geraes para a existência de 
derivada d'estas funcções, vamos demonstrar os tlieoremas seguintes (*) : 

Theorema 1.^ 8e a equação 



(') Os fundadores do calculo differancial sabiam formar as derivadas das funcções definidas por equações, 
e Newton dedicou mesmo algumas paginas do seu Methodus fliixíonum etc. a este assumpto, ao qual Euler 
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for satisfeita pelos valores Xq e y^^^ dados a x e a y^ se a fnncção F (x^ y) admittir derivadas 
parciaes F^(a?, y) e Fy (íc, y) continuas no ponto (cc^, y^)^ e se n^este ponto a derivada Y'y{x^y) 
for diffefente de zero^ y é uma funcção definida de x na visinhança do, ponto (xq^ ?/q), e esta 
funcção é continua e admitte uma derivada finita neste ponto. 

Pondo x — XQ = hQy — yQ = h e representando por ai, a^ e cís três quantidades infinita- 
mente pequenas com h e kj, temos (n.^ 68-2.^), quando F^cc, y) e Vy(x^ y) são finitas no in- 
tervallo de cc^ a íc^ + ã e y^ sl y^~\-kj 

F (^^ y) = [^'x K^ 2/0) + tti] ^ + [f; k^ .%) + «2] ^^ 

e, em virtude da continuidade da funcção F^(íc, ?/) no ponto (ccq, 3/^), 

f;/(,t, 3/)=f;/(íí?o, ?/o)+c(3. 

Seja hi um numero de valor absoluto tão pequeno que, para os valores de \h\ e \k\ que 

não sejam maiores do que |ã-i|, as quantidades F^(íz?, y) e Fy(íc, y) sejam finitas e as quanti- 
dades 

f; (xq, 3/0) + c(2, f; (í^o, 3/0) + c(3 

(cujos primeiros termos são diíFerentes de zero, por hypotliese, e cujos segundos termos ten- 
dem para zero com h e k) sejam diff^erentes de zero e tenham o signal de F^(íCq, j/q); e 
dêem-se na primeira das fórmulas precedentes Si k o valor hi e si h valores taes que seja 
\h\<^hi. Teremos, pondo h = + dh\ (onde 6 representa um numero positivo menor do que a 
unidade) 

F {x, tj) = ± [F; (a?Q, 3/0) + ai] 6 Aí + [F; (íTq, y^) + a^] h 



■'«[f;(..,.,)+.,][i±«|§^^*. 



D'esta fórmula conclue-se que Y (x^ y) tem o signal de lii Fj(ít?Q, j/q), quando se dá a |Ai| 
um valor tão pequeno que seja 

| F;(a^o, 3/0) + ^i ^^ l^-i^. 

e portanto que, para cada valor x^ + A de x^ comprehendido entre Xq — h\ e í^q + A?, F (íc^ y) 
muda de signal, quando y varia desde ?/q — /zi até z/q + Ai. 

A cada valor de íc comprehendido entre ccq — Af e cCq + Ai corresponde pois sempre um 



deu, nas suas Institutiones calculi differentialis^ a forma geral actualmente empregada. Durante muito tempo, 
porém, os geómetras admitth-am, sem demonstração, a existência de derivada das funcçôes impiicitas que 
consideraram, e foi Cauchy quem principalmente estudou as condições para que esta circumstancia tenha 
loo^ar. 
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valor de y., comprehendido entre y^ — li{ e yQ-\~hi^ que satisfaz (n.^ 37-1.^) á equação 
F(x^ y) = 0] e nâo pode corresponder mais (n.*^ 64-2.") do que um, visto que a derivada 
Fy(x, y) não é nulla n'este intervallo. Logo a coUecção dos valores de y comprehendidos 
entre y^ — h\ e ^/q-j-Aij determinados pela equação F (íc^ y) =0, quando se dão a x os valores 
comprehendidos entre x^ — h] e Xq-\-1i\, constitue uma funcção 9(íc), definida no intervallo 
considerado, a qual satisfaz a esta equação. 

Como além d'isso, quando li\ tende para zero, x tende para x^ a y tende para ^/q, vê-se 
que cp (íc) é continua no ponto x^. 

Finalmente a funcção y = (^{xy admitte uma derivada finita no ponto (cCq, y^. Com 
eíFeito, mudando na equação proposta Xq em Xç^-\-h e y^ em yQ-\~k (representando agora por 
yQ-\-k o valor que toma a funcção y = o (x) quando a íc se dá o valor XQ-\-h), temos 

F {xç^ + h, y^ ~\-k)=F (;Xq, y^) + F; (í^q, y^) h + Fy (x^, y^) í; + «i A + a2 ^ = O 

ou 

k k 

Fi K ^ 2/o) + ^r K? 2/o) X "*" ^^ + ""^ T ^ °* 

Temos pois, fazendo tender h para zero e notando que, por ser cp (x) uma funcção con- 
tinua de x^ k tende também para zero, 

o que concorda com o que se disse no n.^ 72. 

Ao que vem de dizer-se accrescentaremos ainda o seguinte. . 

Supponliamos que F'^(x^ y) e F\j{x, y) são funcçoes continuas no ponto (íc, ?/), quando x 
e y estão respectivan;iente comprehendidos nos intervallos {x^ — A^, Xq-\-1i\) e (^/q — ^i, ^o~^^^0? 
precedentemente determinados. N'este caso o ponto (íc, ?/) satisfaz ás condições impostas no 
enunciado do theorema ao ponto (íCq, ?/q), e temos portanto, para todos os valores de x per- 
tencentes ao intervallo (íc^ — li]^ y^-^li])^ 

onde 3/ = (p (cc). 

Vê-se pois que, no intervallo considerado, cp' (íc) é uma funcção definida de x^ e que esta 
funcção admitte, no mesmo intervallo, uma derivada finita ''^^' {x)^ quando o numerador e o 
denominador da sua expressão a admittirem, isto ó, quando F{x^ y) admittir derivadas par- 
ciaes de segunda ordem relativamente a cc e ?/ que sejam continuas nos intervallos precedente- 
mente assignados a estas variáveis. 

Do mesmo modo se considerahi as derivadas seo-uintes. 
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Theorema 2.^ Se a equação 



F(;ri, a?2, . . ., x^, y) = o 



for satisfeita pelos valores ai, ag, . . ., a^^ ?/q, dados a a?i, íz?2, . . ., x^^^ y; se a funcçaa 
F (íci, . . ., Xm^ y) admittir derivadas jparciaes de primeira ordem, relativamente a ã?i, x^, . . ., 
Xm> y> continuas no ponto (ai, a^, . . ., a^y 2/q); 6 5e neste ponto a derivada Fy for diffe- 
rente de zero^ y é uma f micção definida de x\^ x^^ ... x^^, na visinhança do ponto (a^^ a^^ . . . , 
a,n^ %)? ^ esta funcção é continua e admitte n^ este ponto derivadas parciaes finitas relativamente 
a ccj, ít?2, 6ÍC. 

A demonstração d'este theorema é semelhante á demonstração empregada para estabelecer 
o theorema anterior. 

Theouema 3.° Se as equações 

Fi = 0, F2-O, ..., F, = 0, 

onde entram as variáveis independentes xi^ ícg, . . ., x^ e as variáveis dependentes zi^ z^^ . . ., 
Zn^ foram satisfeitas pelos valores ai, ag, . . ., a„^^ 61, òg, . • •, \? dadob a xi^ x^^ . . ., x^^ 
Zi^ z^y . . . , Zny se as funcçoes Fi, F2, . . . , F^ admittirem derivadas parciaes de primeira ordem 
relativamente a ící, ícg, . . ., x,^n> ^1? ^2? • • • ? ^n^ ^ue sejam funcçoes continuas doestas variáveis 



no ponto (aij . . ., a^^ &i, . . ., è^j); e se n^este ponto o determinante 



J = 



aFi m 

ózi dz^ 



aF, ^ 

dzi 0^2 



6F1 

' dZn 



dz: 



for differente de zeroj ^1,^2? • • •, ^n são funcçves definidas de Xi^ x^^ x%^ . . ., x^^^^, na visi- 
nhança do ponto considerado:^ e admittem neste ponto derivadas parciaes finitas relativamente 

Como este theorema vem de ser demonstrado no caso de ser dada uma só equação, para 
o demonstrar completamente, vamos provar que, se é verdadeiro no caso de serem dadas n—l 
equações, ainda é verdadeiro quando são dadas n equações. 

Por não ser, por hypothese, nuUo no ponto (ai, a2, . . ., 61, 62, • • • ?) o determinante J, 
também não podem ser nullos n'este ponto todos os determinantes menores que resultam de 
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supprimir a primeira columna. Seja pois, por exemplo, differente de zero o determinante 



Ji = 




As equações F2 = 0, . . ., F^^-O determinam n'este caso z^, 23, -. •? ^n em fancção de 
Zi, Xif x%^ . . ., Xrn^ e, substituindo estes valores em Fi, vem 

Fl (a?l, aJâ, . . .5 ^1; ^2, . . .) = ?(^l!) ^2, . . -5 2;i). 



Temos portanto 



ocp _ 6F1 ôFi 6^2 

62:1 Ô^i 0^2 S^l 



6Fl 6gn 



Jidimmando depois ^^ — , -r. — , etc. entre esta equação e as segumtes: 



6F2 , 0F2 a^2 



ÚZ{ 



dz^ dzi 



ÔF2 dzn 



dZn dZi 



dFn , aF,, a^2 



dzi dz-2 a^i 



oFn dZn 



ÓZn CZi 



■O, 



vem 

acp j 

dzi Ji 
Vê-S9 pois que -~^ é diíferente de zero no ponto (5i, ai, «2, • • •)? ^ portanto que (th. 2.^) 

0Z\ 

a equação cp = determinarei em funcção de cci, ít?2, etc, que esta funcçao satisfaz á equação 
Fi = conjunctamente com os valores de Zi, 2:2, etc. dados, por hypothese, pelas equações 
F2 = 0, F3 = 0, etc, e que a funcção Zi admitte também derivadas parciaes relativamente a 
a?i, x^^ etc no ponto (6j, ai, a2, . . .). 
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VI 



BeriTadas dos determinantes. Determinantes funccionaes 



77. Procuremos agora a derivada do determinante 



/H = 



Vi V2 



onde UiyU<^y v^, v^ são funcções de x. 

Mudando x em x-]-h e chamando ki^ fe? ^i, h os augmentos correspondentes de ^^l, u<^j 

Vij V2, vem 



f(x + h) = \ 



I Ui + Zí^i W2 + i 



'í^l + ^1 '^2 + i 



ou, em virtude de um theorema bem conhecido, 



Ui u^ 1 III h% kl 


11% 


h 


k% 


+ + 




+ 




Ví v^ Vi h h 


V^2- 


h 


k 



Temos pois 



f{X^ll): 



f{x)^hm^-^ j^ ^ ' = 



Vi v% I 



U.i u% 

Vi v% 



o raciocinio precedente applica-se evidentemente a um determinante com qualquer nu- 
mero de columnas,. e vê-se que a derivada de um determinante e egual á somma dos determi- 
nantes que se obteem substituindo cada columna do determinante proposto por outra formada 
j[>elas derivadas dos termos d'aguella. 



78. Consideremos as funcções 



(1) 






I í/n — Jn V^l? «^2} . • • 5 Xtij. 
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Com as derivadas d'e8tas funcções forme-se o determinante 



(2) 



que se representa também por 



a/. 




dfn 


a/„ 



6í»£ 



OXn 



(j [Xi^ íCâ, . . . j '^n) 

e que se chama determinante funccional oxijacobiano. Este determinante, estudado pela pri- 
meira vez por Jacobi, apparece em muitas questões e tem propriedades muito importantes, 
para o estudo das quaes se pode recorrer á memoria intitulada De determinantihus functiona- 
lihus(}) doeste eminente geometra. No theorema 3.^ do n.^ 76 vimos já uma questão em que 
intervém este determinante. Aqui vamos demonstrar, a respeito d'elle, os theoremas seguintes, 
dados na referida memoria. 

I. Supponhamos que as funcções ^i, 3/2, . . ., yn admittem derivadas parciaes relativas a 
cci, íCâ, .. ., í^n ^ q^^ estas derivadas são funcções continuas doestas variáveis. N'este caso 
temos o theorema seguinte: 

1.^ Se uma das funcções yi^ y^^ . . ., 3/^^ por exemplo 3/1, for uma fimcção das outras e 
admittir derivadas parciaes^ relativamente « y2, 2/3, • . ., 3/n^ que sejam funcções continuas doestas 
variáveis^ o determinante (2) é identicamente nullo, 

2.^ Se o determinante (2) for identicamente nullo^ mas não o for um dos seus menores de 
primeira ordem^ uma das quantidades 3/1, 3/2, etc. (aquella cujas derivadas não entram neste 
determinante menor) é funcção das outras^ e esta funcção ê continua e admitte derivadas par- 
ciaes finitas nos pontos em que o determinante menor considerado não é nullo. 

3.^ Em geralj, se forem identicamente nullos o determinante (2) e os seus menores até á ordem 
i e não o for um dos determinantes menores da ordem ^' + 1, i + 1 das quantidades 3/1, 
3/2, . «• ., yn (aquellas cujas derivadas não entram neste determinante menor) são funcções das 
restantes^ e estas funcções são continuas e admittem derivadas parciaes finitas nos pontos em 
que o determinante de ordem i-{-l considerado não é nullo. 

Para demonstrar esta proposição, consideremos somente três funcções 



(10 



2/4 =/l (í>?u í^2, X^)^ 2/2 =/2 {Xi^X<^, a?3) =/3 (í^i, X^2, í^s). 



(^) Jacobi: Gesammelte WerkCj tom. iiu 
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É fácil de ver que o raciocinio que vamos empregar, é applicavel a maior numero de 
funcçoes. 

Se for 2/1 =íp(2/2, «/a), temos 



dx% õy^ dx^ 83/3 dx% ' 



6cp 8cp 



e portanto, eliminando — ^ e 
^ dm Sm 



dxs dy% ^í^a 62/3 0í«3 ' 
entre estas equações, 



(20 



a/i a/i 8/1 

èíGl 6íC2 aíC3 

a/^ a/2 a/2 

aíCi aíx?2 acc3 

a/3 a/3 a/3 

a^^i a^Câ aa:'3 



:0, 



o que demonstra a primeira parte do theorema. 

Para demonstrar a proposição reciproca, supponhamos que o determinante (2^ é identica- 
mente nullo e que um dos determinantes menores de segunda ordem não é identicamente 
nuUo, por exemplo o determinante 

a(/2,/3X 

Em virtude do theorema 3.^ do n.^ 76, as duas ultimas equações {V) determinam x% e x^ 
como funcçoes de íci, 3/2 e 3/3, e, nos pontos em que este determinante não é nullo, estas 
funcçoes admittem derivadas parciaes relativas a a?i, 3/2, 3/3, dadas pelas equações 



f% , a/â 80:2 , a/â 65i?3 



dxi dx2 dxi dx3 8xi 
a/3 _j 8/3 dx^ ,_ 8/3 aag3 

acci a^câ aíci aíC3 Sxi 



=0, 



=0, 



Substituindo estes valores de x^ e x^ na primeira das equações (1% vem 

2/i=f (í?j4, 3/25 1/3), 
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e, em virtude do theorema relativo à ámvsição das funeções corQposta&,, ,í/i admitte derivadas 
parciaes relativamente a cci, y^ ^ yò* A derivada relativa a cci é dada pela equação 

dxi . õxi' dx^ dxi dxB dxi 
onde se devem substituir -r — e ^7^ pelos seus valores, tirados das equações anteriores; o que 

^ ^ CX!^ GX'l 

da 

d(fuAfy) 

Ôcp _ O (í»l, í^2, X^) 



s^i a (Z^, /s) 



a(íZJ2j íz?3) 

Como o segundo membro d'esta egualdade é, por hypothese, identicamente nullo, é iden- 
dicamente nulla a derivada de cp relativamente a Xi ; portanto cp é independente de íCd, e temos 

3/i==?(3/2í 3/3), 

que é o que se queria demonstrar. 

Se todos os determinantes menores de primeira ordem do determinante (1^) forem iden- 
ticamente nullos, recorre-se aos determinantes de segunda ordem, que no caso considerado 
não podem ser todos identicamente nullos, sem que as funcções sejam todas constantes. Seja 

pois — - um dos determinantes de terceira ordem que não é identicamente nullo. A ultima 

3X3 

das equações (V) determinará xs em funcção de cci, x^ e 3/3, e as suas derivadas relativamente 
a Xi e ct?2 serão dadas pelas equações 

a/3 , ^fi ^^3 _^ a/3 , a/3 a^3 _r. 

ÚXi. CX3 OXi CX2 0X3 0X2 

Substituindo o valor de xs na primeira das equações (IQ, vem 

yi==Cp(^l, Í5?2, 2/3), 

e as derivadas de cp relativamente a Xi e x^ são dadas pelas equações 

fi__ ^/^ 4_ a/í ^^^^ 

dxi dxi 0x3 cxi 

a^p ^ a/i , a/i a^s. 
aí;c2 , a^câ aíC3 a^c-i 
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ou, eliminando -^ — e — — por meio das equações anteriores, 

a (A. /a) ' HAfi)- 

ôí^i aA_ ^^2 6/3 

ôíC3 dxs 

Gomo, por hypothese, os segundos membros d'estas equações sao identicamente nullos, a 
funcção Cp é independente de íci e íC2, e temos 

Do mesmo modo a segunda das equações (1^) dá 

2/2 = ^3/3)- 

II. Se nas funcçoes fi^ /â, . . . , fn substituirmos as variáveis íci, íc^, . . ., ^n por outras^ 
61, 62, . p ., ^^^ ligadas com as primeiras por equações dadas ^ o jacohiano das novas funcçoes 
estará ligado com o jacohiano (2) pela relação 

Para demonstrar este theorema, basta substituir no determinante (2) as derivadas que lá 
entram pelos seus valores, tirados das equações que se formam dando a Zc e a i os valores 
1, 2, . . . , n na equação 

ÔXi ddi ' dxi ' ' ' cdn ' dxi 

e applicar depois o theorema da multiplicação dos determinantes. 

A fórmula (4) contem o theorema 4.^ do n.^ 61, o qual corresponde ao caso de ser n = l<. 

III. Se, no theorema precedente, as equações que ligam as novas variáveis ás antigas são 
as equações lineares 
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Yem 



(6) 
pondo 



d{xi^ . . ., Xn) d{6iy- 



• • , yn) 



,M = 



^(t) 



.a 



(í) 



.,(«) 



79« Se as funcções /i, ^*^<, fn forem as derivadas parciaes 



df 8/ 



fuiicçã,o y=f(xi^ . . ,, Xn)y o determinante (2) reduz-se ao determinante 



de uma 



ey 

8x\" 


ay 

dxi dXn 


dXn OXi 


ay 

■ • ■ dxl 



que se chama hesseano, para recordar o nome do eminente geometra O. Hesse, que primeiro 
o considerou. 

A respeito doeste determinante, limitar-nos-hemos aqui a procurar a relação entre oJiesseano 
da funcção dada e o hesseano da funcção em que esta se transforma pela substituição da» 
variáveis í/jí, cc^, etc. pelas variáveis 6i, 62? etc, ligadas com as primeiras pelas equações (5). 

Por ser y funcção de cci, . . ., cc„ e portanto de 61, . » ., 6^^ temos, em virtude das fór- 
mulas (5), 






■+<t' 



!/n- 



9y ^^c) ay 

dx„ " dÔi 






Substituindo estes valores em 



diyh — , y n) 
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e attendendo ao íheorema da multiplicação dos determinantes, vem 






Logo a fórmula (6) dá 



= M 





aV i 
ae, d6n ' 


aV 

ddnddi 


'■'dei 



ò^ aV 


=m 


dXn ÒXl ' ' ' dxl 



aV 

aeí * ■ 


aV 

aSi 86» 


aV 


aV 



a(9„aei ' cdi 



VII 



DeriTada de limites de sommas. Derivada dos arcos de curva 



80. Seja/(cc) uma funcção de x continua em todos os pontos do intervallo de Xq sl Xo 
Decomponha-se X — x^ em n intervallos eguaes a y^i, Ag, . . ., ^^^ o que dá 



^1+^2+. . . + ^^ = X — íT^ 



09 



e representem-se por 2:1, ^2, • • .5 ^n—i os números, comprehendidos entre Xq e X, que separam 
estes intervallos, isto é, os números definidos pelas equações 

Zi = XQ + h\, z^ = Zi + hj . . . , X =,2;^_i + K. 

Finalmente, representem-se por 021, ccâ, ..., x^i quaesquer números que pertençam res- 
pectivamente aos intervallos de Xq a ^1, de Zi a ^2, de 2:2 a 03, etc. Posto isto, vamos de- 
monstrar o theorema seguinte: 
A somma 

S = hifXxi) + h f{x%) + . . . + hnf{xn) = 2 hif{xi) 
tende para iim limite^ quando se augmenta o numero de intervallos em que se decompõe X — Xq^ 
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de modo que todas as quantidades hi^ 7i<^^ . . . , A^ tendam para zero^ e este limite é sempre a 
mesmo ^ qualquer que seja o modo como se escolham os números 21, ^2, etc.^ e os números íci, x<^y 
€tc. 

Seja 'K>Xq e supponhamos primeiramente que se escolhem os números cci, x^^ etc. de 
modo que /(íci), /(ccg), etc. representem os maiores valores que toma f{x)^ quando x varia 
respectivamente de íCq a ^i, de zi a ^2, etc. Decompondo o intervailo hi em m intervallos 
parciaes h'i^ Jii ^ etc, o que dá 

hi = h'i + h'í-\-. . ,, 

e chamando xl^ xi^ etc. os valores de cc a que correspondem os maiores valores que toma 
/(cc), quando x varia desde zi^^ até ^í_i + /íÍ^ de Zí_í-\-Kí até ^i-i+Al + ^o etc, temos 

e portanto 

o primeiro membro d'esta desegaaldade representando uma qualquer das parcellas de S 
e o segundo membro a somma das que a substituem quando se divide hi em m partes, podemos 
concluir que a somma S diminuo, quando augmenta o numero de partes em qae se divide o 
intervailo A^. Por outra parte, o seu valor conserva-se sempre maior do que 

m (hi {-h+. , ^ + hn) = m(K — í^q)? 

representando por m o menor valor que toma f (íc), quando x varia desde Xq até X. Logo a 
somma S tende para um limite, quando as quantidades /iti, hj^ etc. tendem todas para zero. 
Supponhamos agora que /fei), f{^í)i etc. não representam os maiores valores que toma 
/(íc), quando x varia respectivamente de x^ a ^1, de Zi a ^2, etc, e sejam Mi, M2, M3, etc 
estes valores. Pondo 

temos 

yjiif{x^-==Y.hiMi^^h^i, 

0U5 chamando s a maior das quantidades |si|, js^j, etc, 
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Mas, por ser continua a funcção f{x) em todos os pontos desde Xq até X, a cada valor 
de ^, por mais pequeno que seja, corresponde um numero vj, tal que as desegualdades 
|£í|<^, |£2|<^? etc. slo satisfeitas quando a hi, M-, etc, se dão valores inferiores a tj (*). 
Logo, quando /ii, /^a, etc. tendem para zero, £ tende para zero. Por isto e por ser S^í egual a 
X — íCq, conclue-se da desegualdade precedente que as duas sommas Ilhif{xi) e S^íM^ tendem 
para um mesmo limite. 

Kesta demonstrar que este limite é sempre o mesmo, qualquer que seja o modo como se 
escolham os números Zi, ^2, ^tc. Para isso, consideremos duas sommas S e Si, correspon- 
dentes a dois modos de divisão do intervallo X — w^^ e seja S2 uma somma correspondente a 
um terceiro modo de divisão, em que figurem todos os intervallos das duas divisões anteriores. 
O intervallo hi da primeira divisão conterá um ou mais intervallos /zj, A'/, etc. da terceira 
divisão, e á parcella hif(xi) da somma S corresponderão as parcellas 

h'if(xi)j hif{xi)^ ... 
da somma S2. Pondo pois 

Ui = Kf(x'i)+h-f{x-) +. . . , 
temos 

S, = ^i = ^f(xd (^i + h:; +. .\)-L(eX + eiJH +. . ,) 
= ^f{xi}hi — Y>(eihl + elhi+.,.)j 

d'onde se tira 

I S2-S I = I s-(£í/^;+£;ã;'+. . .) I < ss/^i, 

chamando s afmaior das quantidades | et |, | £2 1, . . « , | £1 1, | £2 1, . . • , etc. 

Mas, por ser continua a funcção f{x)^ e tende para zero, quando hi, ^2, etc. tendem para 
zero; logo S e S2 tendem para um mesmo limite. 

Demonstra-se do mesmo modo que Si e S2 tendem também para um mesmo limite. 

Logo S e Si tendem para um mesmo limite, que é o que se queria demonstrar. 

No que precede suppozemos X>cCq. Se for porém X<a?Q, o theorema subsiste, porque, 
como as quantidades i^i, h^^ etc. são n'este caso negativas, — S tende para um limite deter- 
minado, e portanto S tende para um limite egúal áquelle em valor absoluto mas de signal 
contrario. 



(*) Este facto, consequência do theorema 4.° do n.® 37, foi considerado durante muito tempo como evi- 
dente. 
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I. No caso àQ f{,ic) ser positiva no intervallo de a?Q a X e de ser X>í:Cq5 todas as par- 
cellas de S são também positivas, e o limite para que tende esta somma, quando Ai, A2, etc. 
tendem para zero, representa, por definição, a área do segmento plano limitado pela curva 
cuja equação é y=^f(x)^ 'pelo eixo das ahscissas e por duas par allelas ao eixo das ordenadas^ 
tiradas pelos pontos cujas ahscissas são eguaes a o^q e X. Esta definição concorda com a que 
foi dada no n.® 58-11, visto que as sommas (A) e (B), consideradas no referido paragrapho, 
correspondem a dois modos particulares de escolher os valores de Zi^ ^2, etc, que entram na 
expressão de S ; tem todavia uma forma mais geral, Accrescentaremos ainda que no n.^ 58 
se admittiu como postulado a existência do limite das sommas mencionadas, e que este facto 
está agora demonstrado. 

81. O limite para que tende a somma S, quando todas as quantidades ^i, h^^ etc. tendem 
para zero, é uma funcção de [S, que representaremos por F(X). Procuremos a derivada d'esta 
funcção. 

Se mudarmos em F(X) a. variável X em X + A e se chamarmos k o augmento correspon- 
dente d'esta funcção, temos 

k = lim [hn^i f {Xn ^.i) + . . . + hn-^t f (^n+t)] , 
onde é 

Ki-i + ^%+2 + • • • + ^n-i-t = ^' 

Representando por f{x'^) e f(x^) o menor e o maior dos valores que toma f{x)^ quando x 
varia desde X até X.-\-h^ vê-se que o valor de k está comprehendido entre 

f(x') (y^n+i + . . . + Ki-t) == f(^') h 
e 

f(x") (K^i + . . . + K+t) =/(^'0 h. 
Logo, se A^O, temos 

hf{x^')<:k<hf(x% 
e portanto 



e, se k<0, 



f(x')<-j<f{x"). 



Hosted by 



Google 



155 



Fazendo agora tender h para zero, x^ e x^' tendem para X e, por ser continua a funcção 
f{x)jf(x') Qf{x") tendem para /(X) ; temos portanto 

limA=/(X). 

Logo a funcção F (X) admítte derivada no ponto X, e esta derivada é egual a f (X.). 
A demonstração que se deu d'este theorema no n.^ 58 -III é a representação geométrica 
da que vem de expôr-se 

82. Derivada dos arcos de curva Ç^). — Dá-se o nome de comjprimento de um arco de 
curva ao limite para que tendem os perímetros dos polygonos inscriptos n^este arco, quando 
todos os lados tendem para zero. 

Para justificar esta definição, é necessário demonstrar que este limite existe e que tem um 
valor único, qualquer que seja a lei de inscripção dos polygonos. 

Supponhamos que as coordenadas dos pontos da curva considerada são determinadas 
pelas equações í^ = (p(í), y = ^[t)^ z = %{t)^ dando diversos valores á variável independente í, 
e que a cada valor dado a t corresponde um único ponto. 

Em um arco desta curva, comprehendido entre os pontos (ít^, y^^ z^ e (íc, ?/, ^), corres- 
pondentes aos valores f^ e ?^ da variável independente, inscrevamos um polygono qualquer, e 
sejam (í^i, 3/1, Z{)^ (x^^ yi^ 2:2), etc. os seus vértices e ?íi, h^ etc. os valores de í a que cor- 
respondem. O perímetro P do polygono será dado pela fórmula 



P ^ S sjix,^, - x-f^ (2/,+i -y^ + (^^+1 ~ ^i)\ 

onde a somma representada por S se refere a todos os lados do polygono, a qual, represen- 
tando por fj , f|' e i'- três valores de t^ comprehendidos entre ti e /;í^,i, por hi a diíferença 
ti^i — ti e attendendo ás egualdades (n.° 64) 

Xi.^i — Xi = hi cp' (/;.) , yij^^ — yi = hi f {Q^ zí^í —Zí = hi %' (t'"), 

se reduz á seguinte: 



Ponha- se agora 



P = EÃ, 1/ [<p' (fi)]^ + [4,' ,/rj]^' + [rt' (í;-)] 






a 



(^) Foi Newton quem primeiro applicou a analyse infinitesimal á rectificação das curvas. Antes d'isso 
poucas curvas tinham sido rectificadas. 
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6 represente se por s a maior das quantidades |si ], 1 5-2 1 , eto. Teremos 



d'onde resulta 



Mas a expressão de Sj pode ser reduzida á forma 

3_ W (^i^ + W ( fi W + 1^' «")]^ - i W ('i)f + [4'' ('i)f + [x' (ti)f i 



e portanto temos, representando por m o menor valor que toma V^[í^' (0]^ + [4*^ (01^ + K (01^ 
nos pontos do arco considerado e suppondo que este valor é differente de zero, 

\^^i\<^\wm'-wm'+wm'-wim'+[-^'i^'nf-[^'m'\- 

Suppondo agora que '/(O? ^'(0 ^ ^'(0 ^^^ fnncções continuas de t em todos os pontos do 
arco considerado, a cada valor de o, por mais pequeno que seja, corresponde um numero v], 
tal que é 

\[im-wm'\<\ \wm'-wm\<^, \[^(^iyf-i:^m\<^, 

quando Ai, /z2, . . ., são menores do que */j. 

Logo temos |£j|<^, qualquer que seja i^ e portanto também £<^; o que mostra que s 
tende para zero, quando /zi, /z2, . . . tendem para zero, e portanto que é 

lini [p - SA,. \/Wm^Tf(JW+¥Vií?'] = O- 

Esta fórmula mostra, em virtude dos tlieoremas demonstrados nos números precedentes, 
que o limite de P existe; que é único, qualquer que seja o modo como as quantidadesTiti, /-çg, 
etc. tendam para zero; e, finalmente, que a derivada d'este limite, que representaremos por 
s^ é dada pela fórmula 



onde o radical deve ser tomado com o signal + quando s e t variam no mesmo sentido 
(n.° 63), e com o signal — no caso contrario. 
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Da egualdade precedente deduz-se a expressão da diíferencial de s: 

ds = \/dx'^ + dy'^ + <^2^- 

I. O limite da razão do comprimento de um arco para o da sua corda ê egual á unidade^ 
Sejam Z e c os comprimentos do arco e da corda correspondente, e t e t-\-dt os valores 
qae toma a variável t nas suas extremidades. Temos, representando por ^i, t<^ e ^3 três nú- 
meros comprehendidos entre t e t-{~dt (p..^ 63). 

C == /[? (t + dt)-^ {t)f +[Ht + dt) - ^ it)f + lz{t+dt)-T (t)f 



Por outra parte, como l representa o augmento que recebe o comprimento do arco s, 
contado a partir de uma origem fixa, quando se muda t em t-\-dt^ temos (n/ 56) lim-j- =!► 

X cts 

Logo 



lim 1- = lim -i lim ^ = lim ^^'^' ^^^^^ + ^^' ^*^'^' + f^' ^^^^"^ 



Basta agora attender a que íj, t% e h tendem para í, quando dt tendo para zero, e 
admittir que as funcções 'f'(f); ^'(0 e ■]:'(<) sEo continuas no ponto i, para concluir que 

lim- = l. 

c 

II. Se a curva dada for plana, a expressão de ds reduz-se á seguinte: 



ds= \/dx^-\~dy'^. 

Se quizermos o valor de ds expresso em coordenadas polares, faremos a transformação 
da fórmula precedente por meio das relações 

íc = p cos dj dx = dç cos d — p sen d dd^ 
?/=psen6, dy = dpBen6-\-[jQOs6ddy 



e acharemos 



ds = \/df + f' dd^ 
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VIII 
Mudança das YaiíaYeis 



83. O problema que vamos resolver é o seguinte: 

Dada uma expressão analytica ou uma equação^ em que entrem variáveis independentes^ 
variáveis dependentes e derivadas d'estas^ achar a sua transformada^ quando se substituem todas 
ou algumas das variáveis por outras^, ligadas com as primeiras por equações dadas. 

Esta transformação é empregada em Geometria, quando^ tendo um resultado expresso 
em um systema de coordenadas, se quer exprimil-o n'outro systema. Em Analyse tem também 
uma importância grande,^ como iremos vendo. 

84. Consideremos primeiramente expressões em que entrem duas variáveis, uma depen- 
dente e outra independente: 



fUv.^, il 



^? ^5 



dx dx'^ 

e resolvamos os dois problemas seguintes: 

1.^ Substituir a variável independente x poi' outra 0, ligada com x pela relação cp (x^ 6) = 0. 

Chamando x'^ x" ^ etc, y\ ij\ etc. as derivadas de íc e de ?/ relativamente a 6, teremos 
(n.° 61-IV) 

^ ~ dx ' y ~ dx^ ^ dx ' 



ax'^ ax^ dx 






e portanto 



dy y^ d^^y x' y'' — y' x'' 



dx x' dx"^ x''^ 

(1) { dhj _ x"- t/"- x' y' x'"- ?>x' x^^ y ' + 3y x'^^ 



dx^ 



X" 



onde se devem substituir as derivadas de x pelos seus valores tirados da equação cp (a?, 6) = O, 
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Substituindo depois os valores de -~, -ty, etc, obtidos d'este modo, na expressão pro- 



(Ã/JLr (jiJb 

posta, resolve-se o problema enunciado. 
Exemplo. — Substituindo na e^^pressão 

dy 



onde F representa uma funcção racional de íc, \/x^-{-bx-\- g e -y^, a variável o? por outra 0, 
ligada com x pela equação 

que dá 



\/x'^ -i-bx-\-G = x — df 



vem uma expressão da forma 



-c_ ,_ 2{d^ + hd + c) 



•^^ ^ de 



onde / representa uma funcção racional de 6 e --^- . Temos assim um exemplo da transfor- 
mação de uma funcção irracional n'outra racional. 

2.^ Substituir as variáveis x e y por outras p e d ^ligadas com x e y jpelas equações 

cp(^5 y, 6, p) = 0, cj;(í^, 3/, e, p)=0, 

sendo O a nova variável independente. 

Para resolver este problema basta derivar as equações precedentes relativamente a 6, 
considerando x^ y q ç como funcçoes d'esta variável, o que dá 

dx cy ^ Cp 36 36 ' 

• : 

e em seguida substituir nas fórmulas (1) os valores de íc', y', ^\ y^, etc, tirados das equações 

precedentes. Obtêem-se assim os valores das derivadas -—-, -y-y, etc. que se devem substi- 
tuir na expressão que se quer transformar. 
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1^^3/'\t 



d?y_ 

sendo 

íc = p cos 6^ y = ç sen 6 

as equações que ligam as novas variáveis ás antigas. 
Temos 

x' = —— cos 6 — p sen 0, y' = -^ sen + p cos 9 , 

^'^ = -T^ coso — 2-^^ seno — p cosÔ, 

y = -~ sen + 2 -T^ cos — p sen d. 

Substituindo estes valores de x'^ y\ x^' ^ etc. na fórmula 

x'y"-y'x"\ 
que resulta de substituir na expressão dada ■—- e -t-^ pelos seus valores, tirados das fór- 

. / . V CLX CLJu 

mulas (1), vem 



R ^ ^^^ 






85. Consideremos agora, a respeito da funcção de duas variáveis independentes 

_, / oz dz ■ d^z 



\ dx" dy^ cxdy ^ 

as duas questões s^eguintes : 

1.^ Substituir ás variáveis independentes x e y por outras 6{ e d^i^ ligadas com aquellas- 
pelas equaçdes 

9 {oc, y, h, h) = O, cj> {x, y, h, O,) = 0. 
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Por z ser funcçao de x q> y^ q por x q y serem funcçoes de 0i e ^2, temos 



dz dz dx dz dy ^^ ^^ ^^ , ^'^ dy 

ô% d'^z / dx\^ d^z dx dy , ^^ cí-íc 



o 1 • • T j ~ , . ^ 6íc 6íc 3?/ 6?/ c!"í^ ^ 1 

hubstitnmdo n estas equações as derivadas -rr^-, ^tt? -^^tt? -^^tti -^t^-) ^tc. peios seus va- 

lores, tirados das equações que resultam de derivar íp = e cj) = O relativamente a ^i e ^g, e 

rjry AiV C) Z 

resolvendo-as depois relativamente a -t^^, -;;— , -r—^^^ etc, temos os valores doestas derivadas, 

OX (jLj ox 

em funcção de di e fe^ que se devem substituir na expressão que se quer transformar. 

2.^ Substituir as variáveis x^ y e z por outras di, d% e coligadas com as jjrimeiras ijelas 
equações 

(f{x, y, z, dl, 0^2, p) = 0, ú^(x, y, z, Oi, 0^, p) = O, oy(x, y, z, Oi, 6^, p) — 0. 

dz 
Kesolve-se este problema por meio das fórmulas anteriores, substituindo n'ellas t^tt-, 

— --, ~^, -TTT— , etc. pelos seus valores, tirados das equações (d = 0, cL = O, oj = 0. 

dOi d6i ód^ ^ ^ 3Í ' 7 T 7 

Exemplo. — Transformar a funcçao 

(cz dz \ 

suppondo as novas variáveis ligadas com as antigas pelas equações 

eZ?^ + ^2 = 01 , a-{-x=^ 61. 
Derivando estas equações relativamente a 6i e 62, vem 

r^ dx , ^ dy -, Sí^ , dy ^ dx ^ dx „_ 
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Temos pois 
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ddi ' òd^2 ' ô^i ~^ 2y' d6^~ y ' 



dz 1 dz dz OA ^^ 2íc 62 dz 

^02 ■ 



uma expressão da forma 



601 2y dy ' 6Ô2 àx y dy 

dz dz 
dx dy 



Substituindo na expressão proposta os valores de -^ — e tirados d'estas equações, vem 



/(»'.i)' 



em que só entra uma derivada e em que não entra radical (^). 



(1) As fórmulas para a mudança da variável independente, no caso das funcções de uma variável, foram 
dadas pela primeira vez no Traité des infiniment petits de L'Hospital. Os outros problemas de que vimos de 
nos oecupar n'este numero e no precedente foram considerados por Euler nas suas Institutiones calculi diffe- 
rentialis. 
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CAPITULO III 

Applieaooes geom.otr*ieas cios princípios precedentes 

I 
Curvas i}laiias 

86. Tangentes e normaes, — I. Seja F(x^ 3/) = O ^ equação de uma curva dada, refe- 
rida a coordenadas rectangulares. A tangente a esta curva no ponto (x^ y) passa por este 

ponto e o seu coeficiente angular é egual a -~- (n.^ 58-1); logo a equação d'esta recta é 

(representando por X e Y as coordenadas dos seus postos) 

(1) Y-2/ = ^(X-^), 

OU, substituindo -— pelo seu valor, tirado da equação da curva, 

8F 6F 

II. A recta perpendicular á tangente, tirada pelo ponto de contacto, diz-se normal á curva 
n'este ponto, e a sua equação é 



X-x Y- 



1/ 



òF dF 

dx dy 
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A respeito da normal resolveremos aqui o problema seguinte : 

Determinar o limite 'para que tende a intersecção das normaes á curva nos pontos (x^ y) e 
^-\-'h^ y-\-k)^ quando o segundo ponto tende para o primeiro. 
As equações das duas normaes são 

X-x-h = -f'(x + h)(Y-tj-k), 
e a segunda dá, attendendo á primeira e á i'elaçEo (n.° 55) 

f(x + h)=f'(x) + h[f"(x) + e], 
onde £ representa uma quantidade infinitamente pequena com h^ 

h = h[f^(x) + e] (Y-y-k)-kf'(x), 
'Temos portanto^ dividindo por Ji e depois fazendo tender h para zero, as fórmulas 



(2) 



l + w'2 



-y 



y" 



que determinam as coordenados (X, Y) do ponto pedido. 



III. Dao-se respectivamente os nomes de subtangente^ suhnormaly comprimento da tan- 




gente e comprimento da normal aos segmentos de recta TP^ PN, TM e NM, determinados 
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pela tangente e pela normal. A resolução dos triângulos MTP e MNP dá, para determinar o 
valor doestes segmentos, as fórmulas seguintes {O representando o angulo MTX) : 

T y dx 

subtan2;'ente = — -^■=V--t-^ 
^ tange ^ dy 



subnormal = y tang ^ = y 



dy 

dx 



tangente = V^^/S + TP^^ 



v^+íf: 



)• 



normal-=|/?/2+NP"2==?/\/ 1 + 



dy_ 
dx 



Faz- se muito uso d'estas expressões para construir as tangentes e as normaes ás curvas. 

IV. O angulo o) da recta OM, que une a origem, das coordenadas a um ponto M da curva^ 
e da tangente MT á curva n'este ponto é dado pela fórmula 



tang 03 = 



X xdy — ydx 

X ^ 



y 



visto que y' ^ — são os valores dos coeííicientes angulares das duas rectas. 
Em coordenadas polares temos, pondo £;c=pcos6, ?/=^psen0, 



tang CO = 



d^ 



Tirando pela origem O das coordenadas uma recta NT, perpendicular a OM, e traçando 




a tangente MT e a noi^mal MN á curva no ponto M, formam-se dois triângulos rectângulos, 
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cujos lados OT, ON, MT e MN sEo conhecidos pelos nomes de subtangente polar^ subnormal 
jpolar, tangente jpolar e normal jpolar, 

Eesolvendo os triângulos considerados e notando que é OMT = 03 e OM = p, obtêem-se 
as fórmulas 

subt. ■= p tans; o) = --- — , subn. = p cot 0:) ^ -yl ? 



- = P\/^ + ^' ("?")'' norm.^y 



do \ 2 



V. Á equação da tangente dá-se muitas vezes, principalmente no caso das curvas algé- 
bricas, uma forma que vamos ver. 

E evidente que, mudando na equação da curva x ^ y em — e -^, podemos representar 

1 <N) z z 

a curva proposta pelas equações 

¥{x,y,z) = 0, z = l, 

F (x^ y, 2) representando uma funcção homogénea ^^ x^ y ^ z, K equação da tangente pode 
também ser escripta debaixo da forma 

dF 6F aF 

_(X_.) + -Y-,)+-^^-(Z-.)^0, 

onde Z = 2= 1. 

Temos porém (n.*^ 70) 

aF , aF , aF ^. ^ ^^ 

~— íC-f- y-T— — Z = 7lh (X, 71, Z)=^{). 

èx ^ dy àz \ ' J^ ) 

Logo podemos dar á equação da tangente a forma 

(A) ^x+^^Y + f:Z..O, 

cx ^y cz ^ 

onde, depois de formar as derivadas, se deve pôr Z = 2 = l. 

VI. A theoria das tangentes e das normaes ás curvas dá logar a muitos problemas im- 
portantes; mencionaremos aqui os seguintes: 

1.^ Por um ponto [a^ b), exterior a uma curva ãada^ tirar íangentes a esta curva. 
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Para resolver este problema^ temos de eliminar x q y entre a equação da curva e a 
equação 

díc a?/ a^ ' 

que exprime que as tangentes passam pelo ponto dado. Os systemas de valores que estas 
equações dão para x q y^ sao as coordenadas dos pontos de contacto. 

Considerando x q y como variáveis, a ultima equação representa uma curva, que passa 
pelos pontos de contacto da curva dada com as tangentes tiradas pelo ponto (a^ h). A esta 
curva chama-se polar do ponto (a^ h) relativamente á curva dada. 

Se a curva proposta for algébrica de ordem n^ a sua polar é também algébrica de ordem 
n — 1, visto que as derivadas de F (íc^ y^ z) relativamente 2, x^ y ^ z são do grau w — 1. 
N'este caso, estas duas curvas não podem cortar-se em mais do que ni^ — V) pontos; e por- 
tanto jpor um 2^onto exterior a uma curva algébrica não se podem tirar mais do que n (n — 1) 
tangentes a esta curva (^). 

2.^ Achar a condição para que a recta 

AX + BY+CZ^O, Z==l, 

seja tangente a uma curva dada. 

Para que a recta representada por esta equação coincida com a recta representada pela 
equação (A), é necessário e sufficiente que seja 

c)x dy oz 

Eliminando pois x q y entre estas equações e a equação F {x^ y) = da curva, obtem-se 
a equação de condição para que a recta dada seja tangente á curva» Se esta equação for 
satisfeita, as duas equações anteriores dão depois a coordenadas x e y dos pontos de contacto. 

3.° Tirar as tangentes communs a duas curvas dadas. 

Sejam F(íc^ y^ z) = 0^ f (íci, ?/i? 21) — O as equações das curvas dadas. A equação geral 
das tangentes á primeira ó dada pela fórmula (A). Basta pois procurar a condição para que 
esta equação coincida com a equação 

4!Lx + -^Y + -f-Z = 0, 
óxi dyi ozi 



(*) A respeito do caso ein que o ponto está sobre a curva pode ver-se um artigo que publicámos em 

UEnseignement matliémaiique (Genève, tom. vii). 
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para resolver o problema. Temos assim as equações 



8F ^ ô(p _ aF ^ 98 __5F ^ d^ 
dx ' cxi dy * c)?/i cz ' dzi 



:^~, ' 



que, juntamente com as equações das curvas dadas, determinam as coordenadas x^ y^ X{^ y\ 
dos pontos de contacto da tangente com as duas curvas. 

4o '^ Tirar uma normal a uma curva dada por um ponto exterior [a^ h), 

A condição para que a normal passe pelo ponto {aj, h) é 

a — X h — y 



aF aF 

dx dy 



Por meio d'esta equação e da proposta obtêem-se as coordenadas (Xj, y) dos pontos em 
que as rectas pedidas sao normaes á curva» 

Se a proposta for uma curva algébrica de ordem n^ a equação anterior é também do grau 
nj> e vê-se por isso que o numero das normaes que se podem tirar a uma curva por um ponto 
exterior não pode ser superior a oi^. 

5,*^ Procurar o logar geométrico dos pés das perjjendicidares ás tangentes a uma curva 
dada^ tiradas por um po7ito fixo. 

Tomando este ponto para origem das coordenadas, obtem-se a equação da curva pro- 
curada eleminando x ^ y entre a equação da curva dada e as seguintes : 

Y-z/=y(X-^), yY+x = o, 

que representam a tangente e a perpendicular a esta recta, tirada pela origem das coorde- 
nadas. A curva que vem de definir-se chama-se jpecZarza da curva dada. 

87o Focos das curvas, — Generalisando a noção de fóco^ dada na tlieoria das cónicas, 
Plíicker (*) deu este nome aos pontos do plano de uma curva pelos quaes se lhe podem tirar 
duas tangentes cujos coefíicientes angulares sejam eguaes a -\-i e — ^^ i representando V — 1. 

Para obter estas tangentes, determinese a constante C, que entra na equação 

Y±^X + C = 0, 

por meio da que resulta de eliminar x q y entre a equação da curva dada e as seguintes 
(n.« 86-VI, 2.^) : 

F; {x, y, z):± i=-Yy{x, y, z):\ ^ ¥, (t, y, z) : C. 



(1) Jornal de Crelle, tom. x, 1833. 
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Obtidas assim as equações das tangentes que têem para coefficiente angular +i e — i^ 
basta procurar os pontos em que as primeiras cortam as segundas, para determinar os focos 
da curva dada. 

Consideremos, por exemplo, a ellipse 



Temos 



2^ f + ò^-x^- -a^-b^- z^ = 0. 






e, eliminando x q y entre estas equações e a da curva, 0^ = 5^ — a^. 
Logo as equações das tangentes pedidas sâo ■ 



Y = i\yi±\/a^-h% Y=^-i[^±S/ d^^-b'-], 



e as duas primeiras cortam as duas ultimas em quatro pontos, dois reaes e dois imaginários^ 
que são os focos da curva considerada. As coordenadas dos primeiros são (O, + \^ ci^ — b"^)^ o 
que concorda com o que se viu na theoria das cónicas, 

A noção geral de foco, que vimos de dar, tem uma grande importância na theoria das 
curvas algébricas. 

88. Concavidade e convexidade. ■ — Consideremos um arco de curva e pelo ponto M (x^ y) 
d'este arco tiremos a normal MK, que se estende indefinidamente em duas direcções oppostas. 
Se as normaes nos pontos do arco, visinhos de M e situados de ambos os lados doeste ponto, 




cortarem todas a normal MK em pontos situados n'uma mesma direcção, diz-se que o arco 
considerado tem, na- visinhança do ponto M, a sim concavidade voltada no sentido MK e a 
sua convexidade voltada no sentido opposto. 

O sentido da concavidade determina-se pois pela posição do ponto (X, Y), dado pelas fór- 

V 
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mulas (2), visto que estas fórmulas dao o ponto para que tendem as intersecções da normal 
á curva no ponto {x, y) com as normaes nos pontos visinhos, quando estes pontos tendem 
para (x^ y), 

Diz-se que um arco tem, na visinhança do ponto M, a sua concavidade voltada no sentido 
MS, quando esta direcção forma um angulo agudo com a direcção MK da normal, no sentido 
da qual está voltada a concavidade. 

Se a direcção dada ó a das ordenadas positivas, para que esta direcção forme um angulo 
agudo com a direcção da normal que contem o ponto (X, Y), deve ^ste ponto estar evidente- 
mente acima de uma parallela ao eixo das abscissas, tirada pelo ponto (x^ y)^ e portanto deve 
ser Y>y, A primeira das fórmulas (2) mostra que isto tem logar todas as vezes que y" é 
positivo. 

Vê-se do mesmo modo que a concavidade está voltada no sentido das ordenadas negativas 
quando y'^ é negativo. 

Podemos pois enunciar o theorema seguinte: 

A curva volta a sua concavidade no sentido das ordenadas positivas ou das negativas^ na 
visinhança de um jponto dado^ no qual as derivadas y' e y'^ são finitas^ segundo a derivada y^' 
é positiva ou negativa n" este ponto, 

I. Se nos pontos visinlios do ponto N, collocados de um dos lados d'este ponto, a conca- 
vidade está voltada n^um sentido NA e nos pontos visinlios, collocados do outro lado, está 
voltada no sentido opposto NB, diz-se que N é um ponto de inflexão. 

D'esta definição e do theorema anterior resulta imraediatamente o theorema seguinte: 

É condição necessária e sufficiente para que um ponto (x^ y), no qual as derivadas y' e y'^ 
são finitas^ seja ponto de inflexão^ que y" mude neste ponto de signal, 

Funda-se n'este theorema a indagação dos pontos de inflexão, como adiante veremos (^). 

89. Asymptotas, — Uma recta diz-se asymptota de um ramo infinito de uma curva, se 
a distancia de um ponto do ramo da curva á recta tende para zero, quando o ponto se aíFasta 
indefinidamente sobre a curva. 

Para achar as asymptotas não parallelas ao eixo das ordenadas dos ramos das curvas 
planas, basta determinar as constantes a e h^ que entram na equação 

y = ax + h, 

de modo que a differença entre as ordenadas ?/ e Y da recta e da curva, correspondentes á 



(1) A determinação dos pontos de inflexão das curvas planas é um dos problemas a que os inventores do 
calculo infinitesimal applicaram a sua descoberta. Anteriormente tinha sido o referido problema methodica- 
mente estudado por Sluse na 2.« edição do seu Mesolahium^ publicado em 1668, e tinham sido obtidos, por 
processos particulares, por Huygens, Descartes, etc. os pontos de inflexão de algumas curvas especiaes no- 
táveis. 
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mesma abscíssa^ tenda para zero, quando x tende para o infinito. Para isso é necessário e 
basta que seja 

Y " aíc + 5 + v^ 

representando por 'v> uma funcçâo de x que tenda para zero, quando x tende para o infinito. 
Temos pois, pondo Y = zx e Y =^ax-\-u^ 

lim z = lim — = a + hm == a^ 

X X 

lim II = lim (Y — ax) = & + lini v=^hj 

e vê-se portanto que, para determinar a^ basta substituir Y por zx na equação proposta e 
procurar depois o limite para que tende z^ quando x tende para o infinito ; e que, para deter- 
minar h^ basta substituir Y por «cc + wna equação proposta e procurar depois o limite para 
que tende u^ quando x tende para o infinito. Devemos observar que é necessário e sufíiciente 
para que o ramo da curva do qual a recta que vimos de achar é asymptota, seja real, que 
sejam reaes os valores pelos quaes passa u^ quando tende para h. 

A equação de qualquer asymptota parallela ao eixo das ordenadas é x = a^ onde a repre- 
senta evidentemente o limite para que tende a abscissa do ramo da curva considerado, quando 
y tende para o infinito (^). 

Exemplos. 1.^ Áppliquemos primeiramente este methodo á equação 

^2 _ 2kx-\-mx^^ 

que representa todas as cónicas. 
Pondo, para isso, y^=zx^ vem 

z^-^m — 2kx-^=0, 
e portanto, fazendo tender x para + cc, 

a = nm2 = +4/w' 
Pondo em seguida y = ú: Vmx ~\- u, vem a equação 

±2 \/'^iu — 2k + it^x-^=0, 

(1) A origem da tlieoria das asymptotas encontra-se na Enumeratio lmearu7n tertii ordinis de Newton, 
publicada em 1706. Foi continuada por Stirling e Nieole, em trabalhos consagrados á demonstração dos re- 
sultados enunciados n'esta obra celebre, e depois por De Gua na obra intitulada Usage de VAnalyse de Des- 
cartes (1740), por Euler na sua Introductio in Analysin infi7iitorum, já mencionada_, por Cramer na sua notável 
Introduction à VAnalyse des lignes courhes (1750), etc. 
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que determina uma funcção u de íc""^, que tende para + — (além de outra que tende para 
o infinito), quando x"^ tende para zero. 

Logo as equações das asymptotas pedidas sao 

?/ = +/m íc-í- — ), 
\ mj ' 

e sao reaes quando m > O, isto é, no caso de hyperbole, imaginarias quando m < O, isto é, 
no caso da ellipse, e estão situados no infinito quando m — O, isto é, no caso da parábola. 
2/^ A equação 



y = x±\—-- 



dá, pondo y = zx q depois íc-=4:go, lim;^-^!, e^ pondo y = x-\-u eíi) = ihGo, lim^^=^+l; 
logo a curva correspondente admitte as asymptotas 

y = x-\-l, y=^x--l. 

Quando x tende para O, y tende para +00; logo a recta x = é também asymptota da 
curva. 

3.° Consideremos finalmente a equação 

hxy'^ + kxy + ly'^ -\-my = ax^ + hx^ -\-cx-\- d 

que pode representar todas as cubicas^ escolliendo-se convenientemente os eixos das coorde- 
nadas. 

Pondo primeiramente na equação dada y^-zx^ vem 

Iví? — a-\- {Iz^ + kz — h) X- ^ -\~ (mz — c) cc~^ — dx~^ = O, 

e portanto, fazendo ír = +G^5 

liz"^ — a = 0. 
Pondo depois na mesma equação 

a 

-^x-r-u 
li 
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e ordenando segundo as potencias de x—'^, vem um resultado da forma 

2 /^M -b + k i/-^ + -^ + Míc-í +Nx'-2 = O, 
que, para £C = + oo, dá 

As rectas representadas pelas equações 

, hh — la \ k 



-Vt 



2/"--±\/-ir^-t 



2ak I 2h 



sEo pois asymptotas da curva; e estas asymptotas sao reaes quando a e 7^ têem o mesmo 
signa! , imaginarias no caso contrario, e as suas distancias á origem tendem para o infinito, 
quando h tende para zero. 

Escrevendo a equação proposta debaixo da forma 

Jix + ^ + (]<:x + m)y~^ r=. (jctx^ + hx^ + cx -f- d) y""^ 

e, pondo ?/ = oo, vê-se que a curva tem uma terceira asymptota, parallela ao eixo das orde- 
nadas, cuja equação é 

Aíc -[- í = O, 

quando li e l não são simultaneamente nullos, e que a distancia doesta asymptota á origem 
tende para o infinito, quando li tende para zero. 

Se é ao mesmo tempo li = e Z = 0, a equação da curva reduz-se á seguinte: 

kx -j- m = (ax^ + bx'^ -{- cíc + d)y~^^ 

e vê-se que ainda existe uma asymptota parallela ao eixo das ordenadas, cuja equação é 

kx + m = O, ■ 

e que a distancia d'esta asymptota á origem tende para o infinito, quando k tende para zero. 

I. Supponhamos que na equação da tangente 
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a um ramo infinito de uma curva, no ponto (Xj y)^ os parâmetros y' e y — xy' tendem, para 
os parâmetros a e 6 de uma recta Y==aX + 6^ quando x tende para o infinito. N'este caso a 
recta Y = oK -\~h é asymptota da curva. 

Para demonstrar este theorema, basta mostrar que — e y — ax tendem respectivamente 
para a e b^ quando x tende para co. 

Como y' e y — xy' tendem para a e b^ quando x tende para gc, vê-se immediatamente que 

^ ^ tende para O, e portanto que — - tende para a. 

X X 

Em segundo logar temos, pondo x=^t-^ e y=f(x)^ applicando o theorema 3.^ do n.° 64 
á {\incçU,o f{t-^)t — aj pondo para isso no referido theorema XQ = 0^h = t e notando que esta 
funcção é nulla quando t = (por ser egual a x—^y—a)^ 

lim (y-ax) = lim- ^^^~'^/~^ = lim ]f[{d ty^]-f[(et)-í](et)-^\ 



= \\m[f(t-^)-f^(t-')t-'] = \im{y^xy^)=^b. 



t=o 



90. Curvatura, — Chama-se curvatura média de um arco de curva, comprehendido entre 
os pontos M e M^, a razão entre o angulo formado pelas tangentes MT e M'T^ á curva nas 
extremidades do arco e o comprimento do arco. 

Chama-se curvatura da curva no ponto M o limite para que tende a razão precedente^ 
quando o arco tende para zero. 

Sejam y=f{x) a equação da curva em coordenadas rectangulares, d o angulo das tan- 




gentes nas extremidades do arco e Z o comprimento do arco ; a curvatura da curva no ponto M 

será egual a lim -y-, e vamos determinal-a em funcção das coordenadas do ponto. 

Representemos por co o angulo formado pela tangente á curva n'este ponto com o eixo 
das abscissas e por 5 o comprimento do arco comprehendido entre uma origem fixa O, á partir 
da qual se contam os arcos, e o ponto M. Por ser egual afio valor absoluto do augmentO; 
positivo ou negativo, que recebe o angulo que forma a tangente com o eixo das abscissas, 
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quando se passa do ponto M para M^, isto é, quando se muda s em s + Z^ temos, em virtude 
da definição de derivada, 

,. 6 . ãoò 
curvatura = lim -^ = ±: — 7— • 
L as 

Obtida esta primeira expressão da curvatura, vamos deduzir d'ella uma outra, em funcçEo 
das coordenadas {x^ y) do ponto M. Para isso, basta derivar a equação ?/^ = tangco relativa- 
mente a a?^ o que dá 

e substituir na expressão precedente ám e ds pelos seus valores, dados por esta equação e 
pela equação ãs= V í -^y''^dxj o que dá 

(3) curvatura = -=;-. R = + -^ ~ — = i — — Tr-> 

\ / K y" y^ y" 

onde N representa (n.'^ 86-III) o comprimento da normal, e onde se deve empregar o signal 
a que corresponde um valor positivo de E, pois que se considera a curvatura como uma quan- 
tidade essencialmente positiva. 

I. Applicando a fórmula precedente á circumferencia x^ -\- y'^ = r'^ ^ vemR = 7'; e portanto 
a, curvatura da circumferencia ó constante inversa do seu raio. 

Se pelo ponto (x^ y) da curva dada fizermos passar uma circumferencia, cujo centro esteja 
sobre a normal á curva n'este ponto, do lado para onde ella volta a concavidade, e cujo raio 
seja egual a E, esta circumferencia é tangente á curva e tem em toda a sua extensão a 
mesma curvatura que a curva considerada tem no ponto (x^ y). Ao circulo assim obtido dá-se 
o nome de circulo de citrvatitra da curva no ponto (xj, y), É fácil obter as coordenadas 
(xi^ yi) do centro doeste circulo, que se chama centro de curvatura. 

Com eífeito, por passar este circulo pelo ponto (x^ y) e por ser o seu raio egual a E, 
tem s 

e, por estar o seu centro sobre a normal á curva no ponto (Xj, y)^ temos 
(õ) xi-x=: — y'{yi-y). 
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Eliminando xi e 3/1 entre estas equações, obtêem-se as fórmulas 

xi = x-^ ij —jj—, yi==y± —-ii—-^ 



que dão as coordenadas não só do centro de curvatura, collocado do lado para onde a curva 
volta a concavidade, mas também as do centro do circulo tangente á curva no ponto {x^ y) 
e egual ao de curvatura, collocado do lado para onde ella volta a concavidade. Para distinguir 
quaes dos signaes das fórmulas precedentes correspondem ao centro de curvatura, basta com" 
paral-as com as fórmulas (2) do n.° 86, que determinam um ponto (X, Y) para o qual está 
voltada a concavidade da curva. Vê-se assim que as coordenadas do centro de curvatura são 
dadas pelas fórmulas 

(ò) xi==x-y'~-^, yi-=y^ — j, — 

Cesta comparação conclue-se também, attendendo ao que se disse no n.*^ 86-11, que o 
centro de curvatura da curva no ponto (Xj y) é o limite para que tende a intersecção da normal 
á curva no ponto considerado com a normal n\im ponto infinitamente próximo ;, quando o se- 
gundo tende para o primeiro, 

II. Se, em logar da variável independente x^ quizermos empregar outra variável t^ ligada 
com X por uma relação dada, transformaremos as fórmulas (3) e (6) por meio das fórmulas 
(1) do n.*^ 84, e teremos 

y x' — X y^ ' y xl' — xy y x" — x y' 

onde x' e y' representam agora as derivadas de cc e y relativamente s. t. A. expressão de R 
em coordenadas polares foi dada no n.*^ 84. 

III. A cada ponto {x^ y) da curva proposta corresponde um centro de curvatura. Quando 
o ponto (x^ y) descreve esta curva, o centro de curvatura descreve outra, cuja equação se 
acha eliminando x ^ y entre as equações (6) e a equação proposta. A esta ultima curva dá se 
o nome de evoluta da curva dada, e a esta o nome de evolvente d'aquella. A respeito da re- 
lação entre a evoluta e a evolvente demonstraremos as duas proposições importantes seguintes: 

1.^ A normal a uma curva dada no ponto (x, y) é tangente á sua evoluta no ponto (x\y yi) 
correspondente. 

Com effeito, diíferenciando as equações (6), vem 

1 + ip 
dxi = dx — (1 -h y'^) dx — y'd 



dyi =: y' dx-\-d- 



y" 



f 
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Multiplicando a segunda d'estas equações por y e sommando o resultado com a primeira, 
obtem-se a equação 



(') 



^'ír+^=«- 



que, por ser yl o coefficiente angular da tangente á curva proposta no ponto {x^ y) e -jr— 

o coefficiente angular da tangente á evoluta no ponto (xij yi) correspondente, mostra que estas 
duas rectas são perpendiculares. 

2.^ A ãifferença entre os raios de curvatura correspondentes a dois pontos de uma curva 
dada é egual ao comprimento do arco da evoluta comprehendido entre os seus respectivos centros 
de curvatura^ quando entre os dois pontos o raio de curvatura cresce ou decresce sempre. 

Seja MP um arco da curva considerada, NQ o arco correspondente da evoluta e O um 




ponto fixo, a partir do qual se contam os comprimentos dos arcos da evoluta. Chamando si o 
comprimento do arco OQ, teremos 

ds^ = dx\ + dy\. 
Differenciando a equação (4) e attendendo á equação (5), vem 

{pG — Xi) dxi -\-{y — yi) dyi = — RáR. 
A equação (7). dá também, eliminando y' por meio de (5), 

(x — X[) dyi — [y — ?/i) dxi = 0. 
Elevando ao quadrado os dois membros das equações precedentes e sommando, vem 

dixíi -\- dy] = dK^ , 
Temos pois 

ds , (ÍR 

dx dx 
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onde se deve empregar o signal + ou — , segundo R e si variam no mesmo sentido ou em 
sentido contrario no intervallo considerado (n.^ 63). 

No primeiro caso temos (n.^ 64, th. 3.^-2.''^), C representando uma constante, 

^^i = R + C, 

e, do mesmo modo^ chamando Rq o raio MN e Sq o comprimento do arco ON, 



e portanto 



si — ,^^ = R — Rq. 



No segundo caso (o da figura quando se toma o ponto L para origem dos arcos) vem da 
mesmo modo 

^0 — si= R — Rq. 

Resulta d'esta proposição que, se collocarmos sobre PQ um fio flexivel e inextensivel e 
o enrolarmos sobre QNO, fixando uma extremidade em Q e conservando-o sempre tenso, a 
outra extremidade P descreve uma evol vente de QNO. Esta propriedade das evolutas foi 
approveitada por Huygens para construir um pêndulo que descreva uma curva dada qualquer ; 
e foi mesmo esta questão de Mecânica que levou aquelle grande geometra á invenção da theo- 
ria que vem de ser considerada, da qual se occupou no seu admirável tratado De horelogio 
oscillatorioy publicado em 1673, onde lhe consagrou um capitulo que é uma obra prima de 
geometria pura (*). 

91. Exemplos (^). I. Consideremos primeiro a parábola cuja equação é 
1) A equação da tangente no ponto {x^ y) é 



{}) A definição que Huygens deu de evoluta, é independente da consideração do circulo de curvatura. A 
noção de curvatura foi dada mais tarde por Leibnitz e Newton, e foi estudada principalmente por este 
ultimo geometra, pelo methodo das derivadas, no seu MetJiodus Fluxionum. 

(2) Fazemos aqui applicaçâo ^^hs doutrinas precedentes somente ás cónicas e á cycloide. Podem ver-se 
muitas outras appli cações no nosso Tratado de las curvas especmles notahles^ pubhcado pela Academia das 
Sciencias de Madrid, onde ^ão systematicamente estudadas as curvas mais notáveis pelas suas propriedades^ 
pela sua historia ou pelas suas applicaçôes. 
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2) As expressões da subtangente, da subnormal e da normal são 

Bviht = 2xj, suhn=p^ norm = N= K2píc+p^. 

Resultam das duas primeiras egualdades meios fáceis de construir a tangente e a normal á 
curva. 

3) Ás fórmulas (3) e (6) dão as expressões do raio de curvatura e das coordenadas do 
centro de curvatura: 



JA. = ^ -= ^ • = ^? 



Xl =x- 






= 3x-^Pj, 



p- 



y^ — y- 



p 



{p^- + tf)y _ ^/ 



P 



p^ 



4) Eliminando x ^ y entre as duas ultimas equações e a da parábola, vem a equação da 
evoluta : 

Q 

que representa a curva de terceira ordem a que se dá o nome de parábola semicuhica. 

Esta equação mostra que a evoluta da parábola é formada por dois ramos, symetrica- 
mente dispostos relativamente ao eixo das abscissas, que partem do ponto A, cujas coorde» 




nadas são (j?^ 0), e se estendem indefinidamente no sentido das abscissas positivas, quando 
p>0, ou no sentido das abscissas negativas, quando _p< O, aíFastando-se cada vez mais do 
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eixo das abscissas. A primeira das equações 

y' = I v ^ ^^^ -^^)^' y' = TV 2^ ^^' -^^ ~ ^ 

mostra que no ponto (_p^ 0) ó ?/í = O, e portanto que os dois ramos da curva são tangentes 
n'este ponto ao eixo das abscissas, A segunda mostra que, em cada ramo da curva, y[ tem um 
signal constante, e portanto que a curva não tem pontos de inflexão. 

II. Consideremos em segundo logar a ellipse 

a^ y^ -)- W' x^ = a^ 6^. 

Temos 

,_ h^x ^^_ h^ 
(j?y €? y'^ 

e portanto : 

1) A equação da tangente á curva no ponto {x^ y) ó 

a''-y(Y-y) + Vx{^-x) = 
ou 

a^yY-\-h^xX. = a^h^-, 

2) A expressão do raio de curvatura no ponto (x^ y) é (n,*^ 90) 

2p representando o parâmetro. 

Mudanda 6 em 5 i/ — 1, vê-se que esta expressão de R tem também logar no caso da by- 
perbole. Comparando-a com a expressão do raio de curvatura da parábola, conclue-se que 
em todas as secções cónicas o raio de curvatura em um 'ponto dado è egual ao cuho do segmento 
da normal com/prehendido entre este ponto e o eixo que contem os fócos^ dividido pelo quadrado 
do semipar arneiro. 

As coordenadas do centro de curvatura são dadas pelas fórmulas 











2/1 = 


54 ■ 


C2 = 


= a2_ 


-61 
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3) A equação da evoluta acha-se eliminando x ^ y entre as ultimas equações e a da 
ellipse, o que dá 



2 2 

5^1 \y, /«í»i\y 



1. 



Como esta equação não se altera pela mudança de Xi em — Xi e de ?/i em — ^i, vê-se 
que a curva é composta de quatro ramos eguaes, sy métricos relativamente aos eixos coorde- 
nados. Basta portanto, para conhecer a sua forma, discutir o ramo correspondente ás coor- 
denadas positivas, para o que se deve attender á equação da curva e ás egualdades 



y^ = — 



a'yi\ 3 



Ò2 



Xi 



yi---w 







2 




2 


i 


/a^ 


\^ 


{y^\ 


3 


3 


u. 


) 


\cj 





y.Xi—yi 



1.^ A curva corta o eixo das ábscissas positivas no ponto 
tangente a este eixo, visto que è y\ = quando yi = 0. 



4-—, 0), e n'este ponto 




2.^ Quando Xi diminue, ?/i augmenta e a curva aífasta-se do eixo das ábscissas, conser- 
vando sempre a concavidade voltada no sentido das ordenadas positivas, visto que y'[ ó positivo. 

T, 



e n'este ponto é tan- 



3.^ A curva corta o eixo das ordenadas positivas no ponto (O, 

gente a este eixo, visto que é ^i == co quando Xi = 0. 

4.** Quando o valor absoluto de Xi é maior de que — ^ 3/1 é imaginário. Logo a estes 

et 

valores de Xi não correspondem pontos da curva. Do mesmo modo aos valores de 3/1 maiores 
do que -j- não correspondem pontos da curva. 



III. Chania-se cydoide a curva gerada pelo ponto M de uma circumferencia que rola, sem 
escorregar, sobre uma recta dada OB. 
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D'esta definição resulta imme dia tam ente que a curva é composta de um numero infinita 
de arcos eguaes a ODB, que este arco tem um eixo de symetria DE, egual ao diâmetro do 
circulo gerador, e que OB ó egual ao comprimento da circumferencia do mesmo circulo. 




Para achar a equação da curva, consideremos um ponto qualquer M, correspondente á 
posição C do centro do circulo gerador, e, tomando OB para eixo das abscissas e a perpen- 
dicular a esta recta, tirada por O, para eixo das ordenadas, exprimamos as coordenadas 
(x^ y) do ponto M em funcção do angulo MCQ, formado por MC com a recta CQ, perpen- 
dicular a OB. Para isso, notemos que é, por definição, t representando o angulo MCQ e r 
o raio da circumferencia geradora, 



e portanto 



OQ, = arco MQ = r?Ç; 

X = OP:- OQ — PQ = r {?Ç — sen t), 

^ = MP = CQ - CF = 7- (1 - cos t) . 



Estas duas equações determinam todos os pontos do arco ODB, dando a t todos os va- 
lores desde O até 2%^ ^ dariam, pela eliminação de t^ a equação da curva; mas vamos estu- 
dal-a sem fazer esta eliminação. 

1) A equação da normal é, tomando t para variável independente^ 

f(Y-,) + ^(X-.)^0, 



onde 



dx ^ . ãy 

—-r[l — cos t) = y^ —~ = r sen t. 



dt """ ' '^ ^^^ ^^ ^" }^t 
Para achar a sua intersecção com o eixo das abscissas, façamos Y = 0, o que dá 

ry sen t = (X.—x) y^ 
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e portanto 

X = íc + r sen?5=0P + PQ=0Q,. 

Logo a normal á cydoide num aponto dado M passa pelo ponto Q onde o circulo gerador 
correspondente toca a recta sobre que gira (Descartes). 

2) O comprimento da normal é dado pela fórmula 

N2 _ ^2 _i_ PQ2 = ^2 _^ r^- sen^ t, 
e vem portanto 

N = r \/2 (1 — cos t) = 2r sen _^. 

3) A ultima fórmula do n.*^ 90-11, pondo 

x' = T (1 — cos t)j x'^ == r sen t^, ?/ = r sen í^ ?/'^ = r cos í^^ 
dá a expressão seguinte do raio de curvatura: 

R = 2 r \/2{l—cost) = 2N, 

a qual mostra que o raio de curvatura MMi é egual ao dobro do comprimento MQ da normal. 

As coordenadas (íci, ?/.i) do centro de curvatura M-i, isto é, OS e MiS, obtêem-se imme- 

diatamente como consequência da egualdade dos triângulos MPQ e MiSQ, da qual resulta 

MiS^^MPj OS = OQ + QS==OQ + PQ, 
^ portanto 

X{ =r{t-\- sen í), ?/i ■=r{ — 1 -|- cos t)o 

Estas equações dão, pela eliminação de t^, a equação da evoluta da cycloide. 

4) Como t é variável independente, podemos n'estas equações mudar jÇ em t-{-%^ sem 
alterar a natureza da curva que ellas representam^ e vem 

Xi = r (t-\-ií — sen t), y^ = r{—l — cos t). 

Mudando depois a origem das coordenadas para o ponto Oi, cujas ordenadas são {iír^-~2r)^ 
isto é, mudando Xi em Xi-^%r e 3/1 em ?/i— 2r^ vêem as equações 

Xi = r{t—^QTit)^ yi = r (1 — cos t^jj 
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d'onde se conclue que a evoluta da cycloide é outra cycloide^ egual á primeira^ cujo circulo 
gerador rola sobre uma recta KL, parallela a OB, tirada ^elo ponto Oi; e cujo ponto gerador 
parte de Oi (Huygens). 

II 

CiirTíis 110 espaço 

92« Tangentes e norraaes, — Consideremos a curva representada pelas equações 
(1) f{x,y,z)^0, Y{x,y,z) = 0. 

I. A tangente a esta curva no ponto {x^ y^ z) define -se^ como no caso das curvas planas, 
como limite das posições que toma a secante que passa pelo ponto (x^ y, z) e pelo ponto infi- 
nitamente próximo (x-}-hj y-\-h^ ^ + 0? q^^ando o segundo ponto tende para o primeiro. 

Como a secante considerada passa pelos dois pontos (x^ y^ z) e (x-\-h^ y + ^^ ^+^); ^^ 
suas equações são (chamando X, Y, Z as suas coordenadas correntes) 

h l 

Y — ?/ = — (X — cc), Z — z=^-r—(X. — x)] 



e portanto as equações da tangente são 



(2) 



' Z — z== -7— (X — x), 
dx ^ ^ 



As derivadas -~ e -y— são dadas peías equações da curva 
Substituindo nas equações 

dx ^y dx dz dx ' dx dy dx dz dx ' 
-j^ e ~-=~ pelos valores dados pelas fórmulas (2), dá-se-ás equações da tangente a forma 



(20 



if(X-.) + -^(Y-,) + f(Z-.) = 0, 

iôF dF dF 
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II. Os cosenos dos ângulos a, [3, y formados pela tangente á curva no ponto (x^ y^ z) com 
os eixos coordenados rectangulares são dados^ em virtude de fórmulas bem conhecidas da 
Geometria Analyticaj pelas equações 



(3) 
onde 



ãx 



dy 



^o^^^-ttt^ c«sP=--:7r^ ^o^T = -3-. 



ãz 
di' 



ds= s/ dx^ -\- dy'^ -\r d.z^ , 



III. Chama-se pZa726> normal á curva no ponto {Xj, y^ z) o plano que passa por este ponto 
perpendicularmente á tangente. 

Applicando ás equações (2) as fórmulas, conhecidas de Geometria Analytica, que dão a 
equação do plano perpendicular a uma recta dada, vem a equação do plano normal 



(4) 



(X — í«) dx^Çl — y) dy + {Z — z) dz = 0, 



onde X, Y e Z representam as coordenadas correntes do plano. 

Eliminando -~- e -y- 
do plano normal a forma 



Eliminando -~- e -y— entre esta equação e as equações (A), pôde ainda dar-se á equação 



(4') 



X-ce 



Y-2/ 



dx 


9/ 


8f 
dz 


dx 


cy 


SF 

dz 



= 0. 



Chama-se normal á curva no ponto (x, y, z) toda a recta que passa por este ponto e 
fxiste no plano normal. 

, IV. Chama-se -plano tangente, á curva no ponto M (x, y, z) todo o plano que passa pela 

/ Jl -T' 




tangente á curva n'este ponto. Entre estes planos vamos especialmente considerar aquelle 

y 
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para que tende o plano TML, que passa por esta tangente e por uma parallela á tangente á 
curva no ponto M', tirada pelo ponto M, quando aquelle ponto tende para este. 

Tomando para variável independente uma quantidade t^ podemos representar a curva 
proposta pelas equações 

que determinam as cordenadas dos pontos da curva em funcção de t, 
A equação geral dos planos que passam pelo ponto {x^ y^ z) é 

A(X-a?) + B(Y-3/) + C(Z--^)=0, 

onde A, B e C são constantes arbitrarias. Vamos determinal-as pelas condições de o plano 
passar pela tangente á curva no ponto (x^ y^ z)^ cujas equações 

X — a? _ Y — y __ Z — z 

resultam das fórmulas (2), pondo n'ellas 

dx = cp' (t) dty dy =■ <^' (t) dt^ dz = 71:^ (t) dt^ 
e pela recta representada pelas equações 

X — a: _ Y — y _ Z — z 

(f'(t + dt) ~ ^'{t + dtY~ TJ{t + dt)' 

a qual passa pelo ponto {x^ y, z) q é parallela á tangente á curva no ponto M', correspon- 
dente ao valor t-^-dt da variável independente. Estas condições são 

A 9/(0 + B c})'(í-) + C 7r'(í)-0, 
A (p'(í + 6Zí) + B cl;'(^ + *) + C TJ(t+dt) = 0, 
ou (n.° 55) 

A 9'^ (25) + B cl^^^ (í^) + C 7t'^ (?Ç) + A £1 + B,£2 + C £3 = O, 

onde £1, £2 e £3 representam quantidades infinitamente pequenas com dt. 
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Eliminando A, B e C entre ellas e a equação do plano e fazendo tender dt para zero^ 
vem a equação 



X-a 



Y^h 



y" 



Z-c 



que representa o plano procurado. A este plano dá-se o nome de jplano osculador da curva 
no ponto {x^ y^ z). 

Desenvolvendo este determinante, pode escrever-se a equação do plano osculador do modo 
seguinte : 



(ò) 



í {z' y^' - y' z'^) (X - íc) + {x' z" - z' x") (Y - y) 
j-|-(yíc//_íc'y/) (Z-2) = 0. 



93* Curvatura e torsão 
riormente, pelas equações: 



— Consideremos uma curva no espaço, representada como ante- 



x = cf{f), y=--^{t), z=ií{t). 



Se pelo ponto {x^ y, z) fizermos passar uma recta de direcção determinada, dependente 
da posição do ponto, de modo que, chamando a^ & e c os cosenos dos ângulos formados por 
ella com os eixos coordenados, seja 

a=/l(í), &=/2(í), C=/3(í), 

os cosenos d , V , d dos ângulos formados com os mesmos eixos pela recta correspondente, 
que passa pelo ponto {x-^-Ji, 2/ + ^^ ^ + 0; serão dados (n." 55) pelas fórmulas 

a>^fi{t + dt)=fi{t)-\-dt[fi{t) + Eil 

c'=/3(í) + áí[/3(í) + S3], 

onde £i,£2 e £3 são quantidades infinitamente pequenas com dt. 

Posto isto, procuremos o limite para que tende a razão do angulo formado pelas duas 
rectas para o comprimento do arco \ compreliendido entre os pontos {x^ y^ z) e (x-\-}iy 3/ + ^/ 
z-\-l)^ quando o segundo pondo tende para o primeiro. 
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Chamando d o angulo formado pelas duas rectas, temos 

-i 

sen d = [{cV — hc'f + {ac' - ca^f + [Id - aVf] 2 . 

Substituindo n'esta fórmula os valores de a^ h' e d achados precedentemente, represen- 
tando para brevidade /i(í), fy{t) e fzit) por /i; f^ ^ /a? ^ âttendendo ás egualdades 

lim 7r = l e (n.^ 56) Hm— r— =1, vem 

sen a ^ as ^ 

,. e ,. sen0 
hm -;— = hm — ^ — 

\ as 

_ Kf3n-fifiy+(f^fi-fifí?+(fifi-fim'^ 

ds 
~dt 

I. Supponhamos que as rectas dadas são as tangentes á curva nos pontos {x^ y^ z) e 
{x-^h, y-\-'k,z-\-l\ Temos (n.« 92-11) 

representando por s^, í»0 2/'? '^ ^s derivadas de s^ x, y^ z relativamente a i^ e 

ÍC^^S^-S^^O?^ y'^S^--S^'y' z" s' -s" z' 
/l = ^72 > /2 = ■ -^71 ? /3 = ^ ' 

onde 

Logo, chamando (o o angulo formado pelas duas tangentes consideradas, virá 

i_ 

^^ l(z' y'^ — y' zy + (x'z" - z' x"f + (y d' -d y'^f] 2 

T ~ I 

[cc'2+yH-^'ll^ 

ou 

(6) 1^^X = 73 -' 



pondo 



K = z'y"-y'z\ B = dz''~dx\ G = y'x"—x'y". 
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Ao limite, dado por esta fórmula, para que tende a razão do angulo formado pelas tan- 
gentes á curva dada nos pontos (x^ y, z) e (x^h^ y-\-K z-{-l) para o comprimento do arco 
comprehendido entre estes pontos, quando o segundo ponto tende para o primeiro, dá-se o 
nome de curvatura da curva no ponto (x^ y, z)\ 2l o dá-se o nome de angulo de contingência ; 

e a lim — dá-se o nome de raio de curvatura. Esta fórmula contem evidentemente a for- 
co 

mula dada no n.^ 90 para determinar a curvatura das curvas planas. 

II. Supponhamos agora que as rectas dadas são as perpendiculares ao plano osculador. 
A equação d'este plano é (n.^ 92-IV) 

A {X-x) + B{Y-y) + C {Z--z)^0, 

e, em virtude de fórmulas bem conhecidas de Geometria Analytica, temos 

A 



C=/3(í) = 



t/A2 + B^ + C2' 
B_ 

Ta^+b^Tc^' 
c 



Í/AM-B2 + C2 



Estas fórmulas dão 

__CF-BCV 

/i/3 /3/í ^2 I g2 i Q2' 

j? j?' jj j^' jjA — A.J3 

/2 JTI — Jl 72 = ^2_|_B2_j_C2' 

Logo, chamando x o angulo formado pelas perpendiculares aos planos osculadores nos 
pontos (x^ y^ z) e {x-{-h^ y~\~^^ ^ + ^)j temos a fórmula 

i_ 

T [(CB^-BC0^ + (AC^-CA0^ + (BA^-AB0^]"2 
\ ~ (A2 + B2 + C2)5^ 

Pondo em logar de A, B, C e s^ os seus valores e notando que é 

CB'-Ba = Dít?', AC^-CA^ = Dy, BA'-AB^ = D2^ 
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onde 



D = A£ç'" + B?/"' + Cz" 






vem emfim 



(7) 



lim ■ 



A2 + B2 + C2 



Ao limite, dado pela fórmula precedente, para que tende a razão do angulo formado pelos 
planos osculadores nos pontos {x^ y, z) e (x-^li, y -\-k^ ^ + 1) para o comprimento do arco 
comprehendido entre estes dois pontos, quando o segundo ponto tende para o primeiro, dá-se 
o nome de torsão da curva no ponto (x^ y^ z) ; ao angulo x dá-se o nome de angulo de torsao; 

ao lim — dá-se o nome de raio de torsão; e ás curvas cuja torsão é diíferente de zero, isto é, 

T 

ás curvas que não são planas, dá-se o nome de curvas de dupla curvatura ou o de curvas 
enviezadas. 

III. Tomando s para variável independente, isto é, pondo t = ò*;, pode dar-se á expressão 
da curvatura uma forma muito simples. Substituindo, com eífeito, em (6) A, B e C pelos 
seus valores, desenvolvendo os quadrados e attendendo ás egualdades 

^/2 _j_ ^2 _[_ ^/2 = 5/2=1^ ^/ ^// _^ yl yll _[_ ^1 z" = O, 

djX d li d z 
vem, substituindo no fim do calculo x" ^ y" ^ z" por -1-^-) ~7T' "TT' 



(8) 



lim -r— === 
K 



/d^xy 

\d^ 



+ 



dh 



IV. Exemplo. Consideremos a hélice traçada sobre o cylindro de revolução, isto é, a 
curva gerada por um ponto que se move sobre a superfície de um cylindro recto de base 
circular, de modo que a sua distancia á base seja proporcional ao comprimento do arco da 
base comprehendido entre um ponto fixo e o pé da generatriz do cylindro que passa pelo 
ponto gerador. 

Tomando o centro da base para origem das coordenadas, o eixo do cylindro para eixo 
dos z e chamando p o raio da base, as equações da curva são 

íc = p cos t^ y ^^ ^ sen ií;, z = at^ 
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a representando uma constante, e dão 



x^ = — p sen ty x" = — p cos t^ x'^^ = p sen t^ 
y = p cos ty y^ = — p sen t^ y'" = — p cos t^ 



Logo temos as fórmulas 



lim-T-= ^ ^ ^, lim 



•p2_^^2' ^'^ X p^ + a^ 

que determinam a curvatura e a torsão da hélice traçada na superfície do cylindro conside- 
i^ado. 

Vê-se por estas fórmulas que a curvatura e a torsão da hélice traçada sobre o cylindro 
de hase circular são constantes (^). 



III 
Superfícies 

94. Plano tangente. Normal, — ■ Sejam F (íc^ 3/^ 2;) =0 a equação de uma superfície dada 
e Cp {x^ y^ z) = a equação de outra superfície qualquer, que passe por um ponto dado (x^ y^ z)^ 
situado sobre a primeira. As duas superfícies cortam-se segundo uma curva, que passa pelo 
ponto considerado, e resulta do que se disse no n.^ 92-1 que uma das equações da tangente 
a esta curva no ponto {x^ y^ z) é 

6F ôF dF 

Esta equação pertence a um plano e é independente da equação cp (xj, y^ z) = ; portanto 



(^) A applicaçâo do methodo diíferencial ás curvas de dupla curvatura foi feita pela primeira vez por 
Clairault, o fundador da sua theoria gerai, á qual consagrou em 1731 um^ livro notável, intitulado Traité des 
courhes à douhle courbure^ no qual se occupou das suas tangentes, da sua rectificação, da quadratura dos seus 
cylindros projectantes, etc. Os planos osculadores d'estas curvas foram considerados indirectamente por 
João Bernoulli e depois de um modo directo por Tinseau, em 1781, no tom. ix das Mémoires des savants 
étrangers da Academia das Sciencias de Paris, e a theoria da sua curvatura por Monge, em 1785, no tom. x 
da mesma collecção de memorias. 
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todas as tangentes ás curvas traçadas numa superficie^ que passam pelo ponto (x^ y^ z)^ estão 
situadas soòre um plano. A este plano dá-se o nome de plano tangente á superjfície no ponto 

(Xj, y, z). , dz dz 

Por ser, representando por p e q sls derivadas y- e -^, 

podemos ainda dar á equação do plano tangente a forma 
(9) Z-z = p{X-x) + q(Y-y). 

I. Se quizermos achar os pontos da superfície considerada em que os planos tangentes 
são parallelos a uma recta dada x = aZj, y = hzj, temos de procurar os pontos d'esta superfície 
que satisfazem á equação de condição 

^F , , aF , aF „ 

a qual exprime que o plano tangente é parallelo á recta dada. 

Esta equação e a da superfície considerada determinam uma curva A, em todos os pontos 
da qual o plano tangente á superfície ê parallelo á recta dada. 

Se pelos pontos da curva A tirarmos parallelas á recta dada, estas parallelas formam um 
cylindro. Como o plano tangente á superfície F (x^ y^ z) = n'um ponto da curva A é deter- 
minado pela parallela á recta dada, que passa pelo ponto considerado, e pela tangente á 
curva A no mesmo ponto, e como o plano tangente ao cylindro no ponto referido é determi- 
nado pelas mesmas rectas (visto que ambas são tangentes a linhas que estão sobre a super- 
fície do cylindro), vê-se que este cylindro é tangente á super Jicie ao longo da curva A. 

Escrevendo a equação (A) debaixo da forma [para o que basta attender ás fórmulas (a)]: 

ap + hq==^l^ 

vê-se que a equação ás derivadas parciaes das superfícies cylindricas, obtida no n.*^ 75, ex- 
prime que os planos tangentes a estas superfícies são todos parallelos a uma recta. 

II. Os pontos de contacto da superfície F (x^ y^ z) = com os planos tangentes que passam 
por um ponto dado (a^ h^ c), são determinados por esta equação e pela seguinte: 

aF aF aF 

(B) ^(._«) + __(,_5) + -(.-c) = 0. 
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Estes pontos formam pois uma curva A, e vê-se, como anteriormente se viu no caso do 
cylindro, que o cone formado pelas rectas que passam pelos pontos d'esta curva e pelo ponto 
dado, é tangente á superfície considerada em todos os pontos de A. 

Escrevendo a equação (B) debaixo da forma 

z— G =;p {x — a) + q{y — h), 

vê-se que a equação ás derivadas parciaes das superfícies cónicas (n.^ 75) exprime que os 
planos tangentes a estas superfícies passam todos pelo vértice. 

III. As expressões dos cosenos dos ângulos a, jB, f que o plano tangente forma com os 
planos coordenados xy^ xz^ e yz são, em virtude de fórmulas bem conhecidas de Geometria 
Analy tica : 

C0Sa = K-7r— , COSp = K-;;— , C0ST = lV-7r— ? 

oz oy ' cx 

onde 



K = - 



ôFy /_6Fy /_ap 

dx) '^[dyj "•" W 



IV. Chama-se normal á su^erficie no ponto (x^ y, z) a perpendicular n^este ponto ao^plano 
tangente. As suas equações são, em virtude das condições de perpendicularidade de uma 
recta a um plano, dadas na Geometria Analy tica, 

/i A\ -^ — X Y — y Zi — z 

dx by dz 

Estas equações podem ainda ser escriptas do modo seguinte : 
(lOO X~~X = -j>{Z~z), Y-y==-q(Z-z). 

V. A condição para que a normal a uma superfície corte a recta representada pelas equa- 
ções 
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obtem-se eliminando X, Y e Z entre estas equações e as da normal, o que dá 

(a+_p) {y—l-\-qz) = {^+q) (x-k+pz). 

Vê-se pois que a equação ás derivadas parciaes das superfícies de revolução, obtida no 
n,^ 7õ, exprime que as normaes a esta superfície cortam o seu eixo. Acrescentaremos ainda 
que é geometricamente evidente que todas as normaes a estas superfícies nos pontos do mesmo 
parallelo encontram o seu eixo no mesmo ponto. 

@5, Curvatura das secções planas das superjicies. — I. A curvatura da secção feita 
n\ima superfície por um plano qualquer obtem-se pela fórmula geral dada no n.^ 93-1. Aqui 
vamos procurar as relações que existem entre as curvaturas das secções feitas pelos planos 
que passam por um ponto dado da superfície, considerando primeiro as secções feitas pelos 
planos que passam pela normal á superfície no ponto dado, e em seguida as secções obli- 
quas. 

Seja z=f(xy y) a equação da superfície. Ponhamos para brevidade 



dz dz d^z d^^z d^^z 

dx dy' dx^ ^ dxdy^ dy^ 



e representemos por Pq, ^q, r^, Sq e t^^ os valores que tomam p^ q^ r^ s q t no ponto dado. 

Para comparar a curvatura das secções feitas n'esta superfície pelos planos normaes que 
passam por um ponto dado, tomemos para eixo dos z a normal á superfície no ponto dado 
e para plano xy o plano tangente no mesmo ponto. N'este caso a equação do plano tangente 
é Z = 0, e portanto, pondo na equação (9) 

sc = 0, y=:0, z-=0,Z = 0, 

vê-se que temos Pq = e q^ — O, 

Um plano qualquer que passe pela normal, tem para equação y = Kx^ onde A representa 
a tangente trigonométrica do angulo O formado por elle com o plano xz; e esta equação e a 
da superfície dão, representando por y^ ^ z' , y" ^ z" as derivadas àe y q z relativamente a x^ 

y-A, / = 0, z'==p + kq, 
z" = r-\-2A.s + kH, 

e portanto, quando cc = 0, 2/==0, ^==0, 

y == Â, y'^ = 0, z' = O, z" = r,-\-2 As^ + A\. 

Substituindo estes valores na fórmula (6) do n.^ 93 e pondo, a fím de tomar x para 
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variável independente, x' = l e x" = 0^ vem a expressão seguinte da curvatura c^ da secção 
normal considerada: 

^^^^ <=«- rqiÃ^ ' 

convencionando considerar esta quantidade como positiva quando A satisfaz á condição 
r^j -j- 2 As + A^Íq > O, cuja significação geométrica veremos adiante, e como negativa no caso 
contrario. 

Derivando c^ relativamente a A, vem 

(1 + A^y^ 
ou 

2s^ (A — mj) (A — mg) 

^- = - - (T+ÃV ' 

onde wi e m<^ representam as raizes da equação 

Vê-se pois que, quando A passa pelos valores mi e m^, c^ i^uda de signal, e portanto 
a curvatura c^^ passa (n.^ 63) de crescente a decrescente ou de decrescente a crescente, isto 
é, passa por um valor máximo ou por um valor minimo. 

De ser mi.m% = — l conclue-se que as duas secções de curvatura máxima e mínima são 
perpendicidares uma á outra. 

Tomando os planos d'estas duas secções para piano zx e zy, teremos de fazer na fór- 
mula (11) ^ = e ^ = 90*^5 e portanto A = e A=go, para obter as suas curvaturas, que 
designaremos por ci e cg ; o que dá ci^Tq e C2 = fQ. Vem pois 

1 2A A^^ 

Poi" outra parte, devendo ser uma das quantidades mi e ma egual a zero, a equação que 
determina os valores d'estas quantidades mostra que deve ser Sq = 0. Logo 

] , A2 

ou 

(12) Cn = Cl cos^ 6 + C2 sen^ d. 
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Temos pois o seguinte theorema importante^ publicado por Euler em 1760 nas Memorias 
da Academia das Sciencias de Berlin^ com o qual este grande geometra deu principio á Greo- 
metria infinitesimal das superfícies curvas : 

Entre as secções feitas numa superficie por planos que passam por uma mesma normal^ ha 
duas de curvaturas máxima ou minima^ perpendiculares entre si; e a curvatura de qualquer 
d'ellas está ligada com a curvatura doestas duas por meio da relação (12). 

As secções de curvatura máxima e minima dá-se o nome de secções principaes. 

D'este theorema deduzem-se os corollarios seguintes : 

1.^ Se uma secção cuja curvatura é c^^\ for perpendicular á secção cuja curvatura e c„^ temos 

Deduz-se este resultado sommando com a egualdade (12) a egualdade 

c\l^ = Cl sen^ 6 -\- cg cos'^ 6. 

2.^ Se for C{ =C2, será a curvatura c^ constante^ qualquer que seja o plano secante. Aos 
pontos da superfície onde isto tem logar, dá-se o nome de pontos umbilicaes, 

II. Para conhecer o sentido em que as secções planas que vimos de considerar, voltam 
a sua concavidade, na visinhança do ponto da superficie considerado, basta notar que, por ser 

^0 = ^0 + 2A.0 + ^\ - ^0 + ^\^ 

a concavidade da secção normal que faz com o plano zx um angulo 6, está voltada (n.^ 88) 
no sentido dos ^positivos, quando érQ+A%>0, e no sentido dos z negativos, quando 
éro + A%<0. 

Logo, S6 Tq e t^ têem o mesmo signaí, todas estas secções têem a sua concavidade voltada 
no mesmo sentido. Se r^ e Íq têem signaes contrários, os dois valores de A dados pela egual- 
dade 7'(j + A% = 0, determinam dois planos, que separam as secções cuja concavidade está 
voltada no sentido em que z é positivo d'aquellas cuja concavidade está voltada no sentido 
em que z é negativo. No primeiro caso a superficie está toda do mesmo lado do plano tan- 
gente, na visinhança do ponto de contacto ; no segundo caso a superfície corta o plano tan- 
gente na visinhança doeste ponto. 

III. Continuemos a suppôr a superficie proposta referida ao plano tangente e aos planos 
das secções principaes, como planos coordenados, e comparemol-a com a superficie de segunda 
ordem cuja equação, referida aos mesmos planos coordenados, é 

^""2" "^ 2 ' 
a qual passa pela origem das coordenadas^ onde é tangente á superficie dada. 
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Por ser = O, os planos das secções principaes d'esta ultima superfície, relativos ao 

ponto (Oj O, 0)j coincidem com os planos zx e zy^ isto é, com os planos das secções principaes 

da superfície dada; e por ser = r^ e =^0? ^s secções feitas nas duas superfícies 

por um mesmo plano normal no ponto cosiderado têem a mesma curvatura n'este ponto e, 
na sua visinhança, a concavidade voltada no mesmo sentido. 

Se cortarmos esta superfície por planos perpendiculares á normal considerada, obtêem-se 
curvas de segunda ordem, cujas equações sao 

roX2 + íoY2=.2cc, Z = a, 
semelhantes á curva representada pelas equações 

r^X^ + t^Y^^^Í, Z = 0. 

A esta ultima curva cliama-se a indicatriz da superfície z = f(x^ y) no ponto (O, O, 0). 

Se Vq e tç^ têem o mesmo signal, a superfície de segunda ordem considerada é uva para- 
holoide eUi^tico e a indicatriz é uma ellipse. Se Vq e t^ têem signaes contrários, a superfície 
de segunda ordem considerada é um paraboloide hyperholico e a indicatriz é uma hyperbole. 
No primeiro caso, os planos perpendiculares anormal á superfície z=f(x, y) cortam a super- 
fície de segunda ordem segundo ellipses reaes ou imaginarias. No segundo caso, estes planos 
cortam a superfície de segunda ordem segundo hyperboles, e as hyperboles correspondentes 
a dois planos equidistantes do ponto (O, O, 0) considerado são conjugadas. Todas esta hyper- 
boles têem as mesmas asymptotas, cujas equações são 

roX^ + #oY2 = 0, Z==0. 

O plano tangente á superfície no ponto (O, O, 0) corta o paraboloide hyperbolico segundo 
€stas rectas. 

No caso de ser ^o"^^ ^^^ '^o^^' ^ indicatriz reduz-se a duas rectas parallelas e a super- 
fície a um cylindro. 

A indicatriz dá uma representação geométrica notável dos raios de curvatura das secções 
normaes que passam por um mesmo ponto da superfície dada. 

Eeferindo-a, com eíFeito, a coordenadas polares, pondo X=pcos6, Y = psen6, vem 

_ = Tq cos^ 6 + Íq sen^J = ci cos^ O -\- c^ sen^ 6, 

e portanto c^ = p— ^. Logo o raio de curvatura de cada secção normal pode ser representado 
geometricamente pelo quadrado do raio da indicatriz pelo qual passa a secção considerada. 
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A consideração da indicatriz, que tanta luz dá á theoria da curvatura das secções nor- 
maes das superfícies, é devida a Dupin, que lhe consagrou algumas paginas dos seus notáveis 
Déveloj)pements de Gêométrie^ publicados em 1813. 

IV. Consideremos agora uma secção feita na superfície considerada por um plano que 
passe pelo ponto ix^ y^ z)^ mas não contenha a normal á superfície n'este ponto. 

Tomando para plano xy o plano tangente á superfície no ponto dado, para eixo dos x a 
intersecção do plano considerado com o plano tangente e para eixo dos z a normal, a equação 
do plano dado é 

y = z tang i = B^^ 

chamando i o angulo formado por este plano com o plano normal ^íc. Teremos pois, em vir- 
tude d'esta equação e da equação da superfície, que suppomos referida aos mesmos eixoSj 
tomando x para variável independente, 

y'^Bz',y"==^z^', d=^,-^qy'^ 
z^^ = T + 2sy'-\-ty'^ + qy"^ 

ou, pondo í» = 0, 2/ = O, .^ = e notando que ^^ e q^ são nullos, 

x' ==.l^x" = O, y^== O, y'^ = Br^, z' = O, z^' = r^ . 
Logo a curvatura Cq da secção obliqua será (n/ 93-1) dada pela fórmula 



1 

c,=^r,(l+B^^' 



cos^ 



Por outra parte a fórmula (11), pondo ^ = O ou A = O, dá o valor r^ para a curvatura c^ da 
secção feita na superfície pelo plano zx; logo temos 



Esta relação tão simples entre a curvatura de qualquer secção obliqua e a da secção nor- 
mal que passa pela mesma tangente foi descoberta por Meusnier, que a publicou em 1785 
nas Mémoires presentes par ãivers savanfs étrangers à V Académie des sciences de Paris, 
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IV 
CiuTas e siiperíieies enTolreiítes 

9@o Curvas envolventes. — Consideremos a família de curvas cuja equação é 

(1) . f{x, y, a) = 0, 

onde a representa um parâmetro arbitrário. 

Chama-se envolvente das curvas representadas por esta equação o logar geométrico dos 
pontos para que tendem as intersecções de cada uma d'ellas com uma outra, quando o valor 
do parâmetro correspondente a esta tende para o que corresponde áquella. As curvas repre- 
sentadas pela equação (1) cliamam-se envolvidas. 

Para achar a equação da envolvente^ consideremos as duas curvas 

f{x, y, a) = O, f{x, yy a + h)==0, 

correspondentes a dois valores do parâmetro. 

Por ser (n.*^ 55) 

f(x, y, a + h) =f(x, y, a) + h (-^^ + sj , 

£ representando uma quantidade que tende para zero, quando h tende para zero, as duas 
equações anteriores podem ser substituidas pelas equações 

quando se procuram os pontos em que as curvas correspondentes ás primeiras se cortam. 
Quando Ji tende para zero, estes pontos tendem pois, em geral, para os pontos em que se 
cortam as curvas representadas pelas equações 

(2) fi^,y,a) = 0, ^?^ = o, 
as quaes determinam por isso pontos da envolvente. 
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Eliminando a entre estas equações, obtem-se o logar geométrico doestes pontos^ isto é^ a 
equação da envolvente das curvas dadas. 

A theoria geral das curvas envolventes foi considerada pela primeira vea por Leibnitz 
em um trabalho publicado no volume correspondente a 1694 das Acta eruditorum de Leipzig. 
Anteriormente tinham porém já sido consideradas por Huygens as envolventes das normae& 
ás curvaS; as quaes, como vamos ver em seguidaj coincidem com as suas evolutas. 

I. Theorema, a tangente a envolvente em um jponto qualquer é tamhem tangente n'esfe ponto 
á envolvida correspondente. 

Com eífeito, derivando a primeira das equações (2), considerando a como fancção de cc e 
y dada pela segunda, vem a equação 

• dx^ dy^^ da \dx^ dy^ ) "^^ 

que determina o coefficiente angular 3/' da tangente á envolvente no ponto {x;> y). Mas, por 
ser -^ = 0, esta equação reduz-se á seguinte: 

que coincide com a que determina o coefficiente angular da tangente á envolvida que passa 
pelo ponto considerado. Logo as duas tangentes coincidem. 

Convém observar que, para se poder tirar esta conclusão, é necessário excluir os pontos^ 

cuias coordenadas annulam simultaneamente -—-- e -7^-- 

ox oy 

9^. Applicações. — I. Para fazer a primeira applicação da doutrina precedente, pro- 
curemos a envolvente das normaes á curva cujas coordenadas são dadas pelas equações 
x = (f)(t) e y = <^(t)^ em funcção da variável independente t. 

A equação da normal é 

(X-íc)í»' + (Y-y)y = 0, 

x^ e y' representando as derivadas de cc e 3/ relativamente a ^. 

Temos pois de procurar a envolvente das rectas representadas por esta eqaação, consi- 
derando t como parâmetro arbitrário. 

.Derivando para isso a equação precedente relativamente a t^ vem 

{X--x)x^^ + (Y-yyy"=-=x'^+y^\ 
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Temos pois 



y'd^ — x'y'^'' "^ y'x'^^x'y^^ 



Estas equações determinam as coordenadas X e Y dos pontos da envolvente pedida em 
fancção de variável independente t^ e mostram que esta envolvente coincide (n.^ 90-11) com 
a evoluta da curva dada; o que concorda com o que se disse no fim do n.° 90-1, 

II. Como segunda applicaçao, procuremos a envolvente das ellipses representadas pelas 
equações 

a2 "^"p2 ~'^ a~^ h~~ ' 

onde a Q h representam constantes dadas. 

Temos de derivar estas equações relativamente a a, considerando P como funcção de a, 
determinada pela segunda, o que dá 

a^ P^ r^cí ' a ò (ia ' 

e de eliminar a, p e ~^~ entre estas equações e as equações dadas. 
Para fazer esta eliminação, basta notar que as ultimas equações dão 

hy'^ ax^ 
e portanto^ pondo ax"^ = Xa^, 

Substituindo estes valores de x^ e ^^ na equação da ellipse e attendendo á segunda equação 
dada, vê-se que temos 1=1, e portanto 

i- i. 

Basta apenas substituir estes valores na equação que liga a com [3, para obter a equação 

(~)^+(f)^='. 

que representa a evoluta de uma ellipse (n.*^ 91-11). 

AA 
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IIL Procuremos finalmente a envolvente Ci das pulares dos pontos de uma curva dada C, 
cujas equações são xi -= o {t) e ?/t = cj; (t)^ relativamente a uma cónica também dada, cuja equa- 
ção podemos suppôr reduzida á forma 

Por ser (n.*^ 86-VI) 

2kxxi -h (2?j/ — 1) ^1 —y = O 

a equação da polar do ponto (íci, yi), obtem-se a equação da curva pedida eliminando o 
parâmetro t entre esta equação e a sua derivada relativamente a t 

2kxxi + {2ly--l)ij'i:=^Q. 

Eliminando 2ly—l entre estas duas equações, obtem-se a seguinte: 

2k (xi y'i — yi x^) x — ?/i ?/ =- O, 

que, conjunctamente com a anterior, determinam as coordenadas (x^ y) da curva procurada 
Cl em funcção da variável independente t, A esta curva Ci chama-se jpolar de C relativa- 
mente á cónica dada. 

Vamos agora mostrar que, reciprocamente, a curva C é a polar de Ci relativamente 
á mesma cónica. 

Para isso notemos que é condição necessária e suííiciente para que a tangente á curva C, 
isto é, a recta representada pela equação 

ÇÍ'-yi)x\=(K — Xi)y\, 

seja a polar de um ponte {x^^ y±) relativamente á cónica, que esta equação coincida com a 
d'esta polar, isto é, com a equação 

(2Z?/2-l) Y + 2kx^X-y^2-=0. 

Escrevendo a primeira equação do modo seguinte: 

XiY — ij\^ + Xiy'i~yiXi=^(}, 

vê-se que as condições para esta coincidência são 

2k (xi ?/'i — ?/i x![) x^ — y\ yi = O, 2k xn x'i + (2Z?/2 — 1) ?/| z= 0. 
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Comparando estas equações com as que determinam a envolvente Cj, precedentemente 
achadas, vê-so que coincidem quando x = x^i e y = y^. Logo a curva formada pelos pontos 
cujas polares, relativas á cónica, coincidem Òòm as tangentes a C, é d; e portanto C é a 
envolvente das polares dos pontos de Ci. Por este motivo as curvas C e Ci dizem -se jpoZaré^ 
reciprocas uma da outra relativamente á cónica. 

98. Consideremos a recta representada pela equação 

tix-\-vy -\~w = 0^ 

onde u^ v e lo representam parâmetros, um dos quaes pode ser considerado como egual á 
unidade, e supponhamos que entre estes parâmetros existe a relação homogénea 

A envolvente das posições que toma esta recta, quando o parâmetro independente varia, 
é uma curva tangente á recta em todas as suas posições e da qual, porisso, esta ultima egual- 
dade se diz a equação tangencial. Como toda a curva ó a envolvente das suas tangentes, 
toda a curva tem uma equação tangencial. 

Seja/(ír^ y^ z) = a equação homogénea de uma curva dada, referida a coordenadas 
cartesianas. Para obter a sua equação tangencial, basta exprimir as condições para que a 
recta precedentemente considerada coincida com a tangente a esta curva, o que dá (n.^ 86-VI) 

fx (oG, y, z) :u=fy (x, y, z):v = f, {x, y, z) : lo, 

e eleminar x q y entre estas equações, 

A equação tangencial de uma curva é algébrica, quando a equação cartesiana o é, e reci- 
procamente. N'este caso, o grau da equação tangencial é egual ao numero de tangentes á 
curva que se podem tirar por um ponto qualquer do seu plano, não situado sobre ella. 

Para o ver, basta notar que, sendo (íci, y{) as coordenadas à'este ponto, a condição para 
que a recta representada pela equação 

ux ~f- 1^ 2/ + ^^ == O 
passe por elle, é 

uxi-^vyi-^-w^O'^ 

que os systemas de valores de u q v que satisfazem a esta ultima equação e á equação tan- 
gencial da curva dada determinam as tangentes consideradas; e que o numero doestes sys- 
temas é egual ao grau d'esta equação. 
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Foi Plúcker quem primeiro mostrou a conveniência de considerar simultaneamente, no 
estudo das curvas algébricas, as equações cartesianas e tangenciaes, como se pode ver nas 
suas importantes obras: System der analyfisclien Geometrie, publicada em 1835, e Theorie der 
algehraichen curveUy publicada em 1839. 

^9. Se uma curva for dada pelas equações cc = çp (í) q y = ^ (t)^ para obter a sua equação 
tangencial, basta exprimir as condições para que as rectas 

uX. + vY + w^^O, ÇÍ-y)x^ = (X.-x)y' 
coincidam; o que dá 



(A) 


V 


u 


xy' — yx^ 

10 


e eliminar t entre estas equações. 









I, A equação da polar reciproca da curva considerada relativamente ao circulo imaginário 

obtem-se eliminando t entre a equação da polar do ponto (cc, y) relativamente a este circulo, 

xx{ +2/?/i+i^- = 0, 
e a sua derivada relativamente a í^ 

xi x! ■\ yi y' = 0, 

Estas equações podem ser substituídas pelas seguintes: 



X 



y xy —yx 



yi Xi Ic^ 

que coincidem com as equações (A), quando se põe 

X{ u yi V 

11 Xi 

Logo Cl equação que residia de mudar na equação tangencial da curva dada — em -yã- e 
— 6m-^ coincide com a equação cartesiana da polar doesta curva relativamente ao circulo consi- 
derado. 
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100. No caso de ser dada uma familia de curvas não existentes no mesmo plano 

(V) f(x, y, z, a) = O, F {x, y, z, a) = O, 

a analogia com o que se disse no n.^ 96 leva a chamar-se envolvente d'estas curvas a curva 
cujas equações se obtêem eliminando adentre as seguintes: 

(2') f(x, y, z, a)^0, F {x, y, z, a) = 0, -^ = 0, ^=0, 

se só três doestas equações forem distinctas. 

Theohema. a tangente á envolvente num ponto é também tangente neste ponto á envolvida 
correspondente. 

Com eíFeito, derivando relativamente a íc as duas primeiras equações (2^), considerando a. 
como funcção de x^ y q z dada pela terceira, vêem as equações 

_^.if^,if_^,_y ("j^ I _^ ^__(__^ — Wo 

dx by dx dz dx da \ dx dy dx dz dxj ' 

dF dF dy dF_ dz_,àF /_Sa da dy da_ dz\ _ 
dx dy dx dz dx da \ dx dy dx dz dx / ' 

que determinam os coeficientes -~- e -^ que entram nas equações da tangente á envolvente 

(n.^ 92) no ponto {x^ y). Mas por ser -^ = e — — = 0, estas equações reduzem-se ás se- 
guintes : 

dx dy dx dz dx ' 

^ dF dy dF dz 
dx by dx dz dx ' 

que são as que determinam os coefficientes das equações da tangente á envolvida que passa 

pelo ponto considerado. Logo as duas tangentes coincidem. ^ 

Esta conclusão não tem logar quando são simultaneamente nullas as derivadas -^ — , ~ — 

a/ , . , dF dF dF ^ ^^ 

e -^ ou as derivadas -^— , e ;r — 

dz dx dy ^z 

101, Siiperjícies envolventes. — Chama-se superficie envolvente das superfícies represen- 
tadas pela equação 

(1) f{x, y, z, a)==0 
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o logar geométrico das linhas para que tendem as intersecções de cada uma das superfícies 
representadas por esta equação com uma outra^ quando o valor do parâmetro correspondente 
a esta tende para o que corresponde áquella. As superfícies representadas pela equação (1) 
chamam-se envolvidas e as linhas para que tendem as intersecções das envolvidas chamam-se 
características, 

Vê-se como no n.*^ 96 que as equações 

f{x,y,z,a) = 0, f{x, y, z, a-\'h)^0, 

que determinam a intersecção de duas superfícies da família considerada, podem ser substi- 
tuídas pelas seguintes 

f{x, y, z, a)==0, -£--\-z==(),, 

£ representando uma quantidade infi.nitamente pequena com A. Fazendo tender li para zero, 
temos as equações 

(2) /(^.^. ..«)^o /^^-j;^-"^ = o, 

que determinam a linha para que tende esta intersecção, quando li tende para zero, e que 
porisso representam uma característica da superfície. Eliminando a entre estas equações, vem 
a equação da envolvente considerada. 

A theoria das superfícies envolventes foi dada por Monge na sua obra admirável : Appli- 
cation de V Ânaly se à la Géométriej, onde fez também d'ella bellas e importantes applicações. 

I. Theorema. o plano tangente á siiperficie envolvente num ponto qualquer é também 
tangente ri este ponto á superficie envolvida correspondente. 

Com effeito, derivando relativamente a a? e ?/ a primeira das equações (2), considerando a 

uz uz 

como funcção de x e y^ dada pela segunda, e representando por p e q a^ derivadas -^ e -^--, 

temos as equações 

dx^ dz ^^ da \dx^ bz -f/ ^' 






ba \dy ' dz 

que determinam os coefficientes p e q dsí equação (n.^ 94) do plano tangente á envolvente que 
passa pelo ponto {x^ y). Mas, por ser -^ = 0, estas equações reduzem-se ás seguintes: 

dx^ òz ^ • ' dy^ bz -^ "' 



Hosted by 



Google 



207 



que sào as que determinam os coefficientes da equação do plano tangente á superfície envol- 
vida que passa pelo ponto considerado, quando as derivadas -^, -~- e -^ não são simul- 
taneamente nullas n'este ponto. Logo os dois planos tangentes coincidem. 

11. Como as equações das características são 

estas linhas admittem uma envolvente (n.^ 100), cujas equações se obtêem eliminando a 
entre as seguintes : 



(3) /O 



df(x, y, z, a) dj{x, y, z, a) 
z, y, z, a) = 0, ■ ^ =^0, -^-^ = 0. 



da^ 



A esta envolvente dá-se o nome de aresta de reversão da superfície. 

Do theorema demonstrado no n.° 100 conclue-se que a tangente á aresta de reversão 
num ponto qualquer é também tangente neste ponto á característica correspondente. 

102« AppUcacoes,- — I. Consideremos, como primeira applicação, as superfícies de revo- 
lução, as quaes podem ser definidas como envolventes de uma esphera cujo centro se move 
sobre uma recta dada e cujo raio varia de grandeza segundo uma lei dada. As características 
são n^este caso os parallelos da superfície. 

Sejam 

x==az^ky y^^z-\-l 

as equações da recta dada e {a^ h, c) as coordenadas do centro da esphera. Estas coorde- 
nadas devem satisfazer ás equações 

a= ac-{- hy h =^^c-{- 1^ 

e portanto á equação da esphera pode dar-se a forma 

{pc^ac-'kf + {y-^c-l)^+{z-cf^W, 

Supponhamos agora que c = íp(R) é a equação que traduz alei segundo a qual o raio da 
esphera varia, quando o seu centro se desloca. Para achar a envolvente pedida, temos de 
derivar a equação d'esta superfície relativamente a R, o que dá 

.[(íc- ac- /c) a + r?/- pc — Z) p + 2- c] cp' (R) = — R, 
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ou 

{ax-^^y-^z) cp' (R) = [{ac + k) a + {^c + l) p + c] cp^ (R) — R. 

Eliminando R entre esta equação e a da esphera, que se pode escrever do modo seguinte: 
obtém se uma equação da forma 

Logo toda a superfície de revolução deve satisfazer a uma equação d'esta forma. 

A equação differencial correspondente á que precede foi dada no n.° 75-2.^, e no n.*^ 94-V 
foi dada a sua interpretação geométrica. 

No caso de o eixo de revolução coincidir com o eixo dos z^ temos a = 0^ P == O, k = 0^ 
Z = 0, e portanto a equação das superfícies de revolução toma a forma 

z = (^(x'^-\-y^). 

A consideração de famílias de superfícies, caracterisadas pelo seu modo de geração, 
pelas suas equações finitas e pelas suas equações ás derivadas parciaes, ó devida a Monge. 
Encontra-se na obra precedentemente mencionada, onde são estudadas muitas famílias impor- 
tantes, entre as quaes estão comprehendidas as de revolução, as cylindricas, as cónicas, etc. 

II. Chamam-se superficies lolani ficáveis as superfícies envolventes dos planos dados por 
uma equação em que figura um só parâmetro arbitrário. As características são n'este caso 
linhas rectas. 

Seja 

(1) Ax-\-By + Qz-{-D = 

a equação do plano gerador, onde A, B, C, D representam funcções de um parâmetro a. 
Para achar a equação da superficie planificavel gerada por este plano, é necessário eliminar 
a entre esta equação e a sua derivada relativamente a a: 

dA dB dC , dD ^ 

(2) 77:7^ + ^^ + ^^- 



da ^ da da da 

1) As superficies planificáveis satisfazem a uma equação ás derivadas parciaes, que vamos 
achar. 
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Seja C diíFerente de zero. Derivando a primeira das equações precedentes relativamente 
Si X e y e attendendo á segunda, temos as equações 

quej pela eliminação de a^, dão uma equação da forma 

Derivando esta equação relativamente a. x e a, y^ e representando por r^ s e t as deri- 

vadas -tt-os? -t:^ — ^ e , obtêem-se as equações 

ox"^ ôxcy çjy 



d^onde se deduz 



s=^<^' {p)r, t = ^' {p)s, 



s^^^rt^O, 



Esta equação, independente das funcções de a que entram na equação do plano, e a equa- 
ção ás derivdas parciaes das superfícies planificáveis. 

2) As superfícies planifícaveis gozam da seguinte propriedade importante: 

Nas superficies planificáveis o plano tangaste num ponto é tamhem tangente em iodos os 
outros pontos da mesma característica. 

Resulta esta propriedade do theorema 1 do n.^ 101. 

5) As superfícies cjlindricas e cónicas estão coraprehendidas na familia das superfícies 
planifícaveis. As primeiras são as envolventes das posições que toma um plano que se move 
parallelamente a uma recta dada, e as suas caracteristicab são rectas parallelas áquella. As 
segundas são as envolventes das posições que toma um plano que passa por um ponto dadò^ 
e as suas características são rectas que passam por este ponto. 

Para fazer uma applicação da equação das superfícies planifícaveis, vamos procurar a 
equação da familia das superfícies cónicas. 

Sendo (a, P, j) o ponto fíxo por onde deve passar o plano gerador, a, p e j devem satis- 
fazer ás equações (1) e (2), e portanto temos as equações de condição 

A(x + Bp + CY + D = 0, 



dk , í^B dG cTD 

da da da da 



BB 
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Eliminando D e — — entre estas equações e as equações (O e (2), temos 



da 



dk . , , áB , _, , c?C , , „ 



e portanto 



X — a X — a 

dk 6/B ?/-p áC ;2-Y __ 
da da x — cí da x — a 

Eliminando a entre estas equações, vem uma equação da forma 



X — a 



'--i-í^^;, 



e vê se porisso que todas as superfícies cónicas satisfazem a uma equação d'esta forma 
{Monge : 1. c). 

4) Procuremos a superfície planificavel envolvente dos planos osculadores de uma curva 
ciada, cujas equações sao, tomando t para variável independente, 

A equação do plano osculador é (n.° 92-1 V) 

{z'y"-ijz'^) {^~x) + {x^z'^-z'x^') (J-y)-\~{,Jx"-x'y"){Z-z)-^0, 

e portanto a equação da superfície pedida resulta de eliminar o parâmetro arbitrário t entre 
esta equação e a sua derivada relativamente a t: 

(z! y'" - y' z"') (X - x) + {x' z'" - z^ x") ( Y - y) + (>' x'^ - x^ y'^') (Z - 2) = 0. 

Esta eliminação não pode ser effectuda sem se especificar primeiro as funcções cp, cj; e x. 
Para achar as equações da aresta de reversão, temos de empregar, além das equações 
precedentes, a equação que resulta de derivar a segunda relativamente a t: 

(Z^l y»l _ y" ^n + ^^ y[k) _ ,J ^(4) J (X _ x) 

+ {^^ z"^ — z" x'^ + x' z^-) - z' x\'^^) (Y — y) 

+ {y" x" - x' y'' + y' x^^) - x' y^'^)) {Z-z)=^ O, 
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e de eliminar depois t entre estas três equações. Como a estas três equações se satisfaz pondo 

X = cc^ Y = ^^ Z = 2;^ 

segue-se que a curva pro^posta é aresta de reversão da super jicie e7ivolvente dos seus planos 
osculadores. 

5) Do theorema que precede conclue-se que as tangentes a qualquer curva dada formam 
uma sujperficie jplanificavel. Com eífeito, vimos de ver que existe uma superfície planifi cavei 
envolvente dos planos osculadores da curva dada, da qual elia é aresta de reversão. Logo as 
características doesta superfície coincidem com as tangentes á curva dada (n.° 101-11). 

6) Uma curva não pôde ser aresta de reversão de duas superfícies planifícaveis diíFe- 
renteSj visto que as características das duas superfícies devem ser tangentes á curva consi- • 
derada. Porisso^ se uma superfície planifícavel tem para aresta de reversão uma curva dada, 
coincide com a envolvente dos planos osculadores d'esta curva ; e os planos tangentes áquella 
superfície são osculadores da sua aresta de reversão. 

7) As superfícies planifícaveis estão comprehendidas no grupo mais geral das superficies 
regradas^ as quaes são geradas por uma recta que se move segundo uma lei qualquer. 

Sejam 

Ax + B^/ + C^ + D ^ O, AiX-^Biy \~CiZ + Bi = 

as equações de uma recta e sejam A, B, C, D, Ai^ Bi, Cj, Di funcções de um parâmetro 
arbitrário a. Estas rectas só dão origem a uma superfície planifícavel quando têem envolvente, 
isto é, quando só são distinctas três equações do grupo formado pelas anteriores e pelas se- 
guintes : 

A^x-\~'R'ij + Q'z~{-D' = 0, Al.cc;+Bl^ + C:i^ + Dl = 0, 

onde A^, B', etc. representam as derivadas de A, B^ etc. relativamente a a. A condição para 
que a recta proposta gere uma superfície planifícavel, quando a varia, é pois 



A 


B 


C 


D 


Al 


Bi 


Cl 


Dl 


A' 


B' 


c 


D' 


Aí 


BI 


Cl 


Dl 



-0. 



As superfícies regradas que não são planifícaveis, dizem-se empenadas. 
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CAPITULO IV 



I>er*ivaclas o d.ifferoi:iciaes do orclom. q^xialq^xiei? 



Formação das deriyadas de ordem qualquer 

103„ Por meio das regras dadas no capitulo II podemos formar successivamente as 
derivadas ?/', ?/'■, etc. da funcção y=f{x). Ha porem questões em que é necessário conhecer 
a lei d'estas derivadas, isto é, a funcção de o? e n que representa a derivada z/^*^^ ; vamos 
porisso agora procurar esta funcção, considerando os mesmos casos que nos n.^^ 61 e 62, 
por ordem diversa. 

104. Derivadas de algumas funcçoes simples, — 1) Formando as derivadas successivas 
da funcção y = x^% acha-se 



e, em geral, 

2) A funcção y = e^ dá 



y[n] =k{h—\)...{lc — n^l) X^-"". 



3) A funcção y = \ogx dá y =x~''^^ e portanto, derivando n — 1 vezes y, 

representando por (n — 1) ! o producto 1.2.3 ... (n — X), 

4) A funcção ?/=senír dá 



2/' = cosíí:j= sen [x-V-^\ , 3/'^ = sen ícc + 2-^-j , . . . 
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Gp em geral, 

^N == sen f cc + 72 -^ 

õ) A funcção 2/=cosx dá do mesmo modo 

^(^i) =cos (x~\-n—- 
lOS, Theoremas geraes, — I. Seja 

?/ = ^M + ^^2 + . . . + ^ím^ 
onde u\^ ií%^ etc. representam funcções de x. Temos 

Nota. — A derivada de ordem n da somma 



y = Yi AjiX^^ 

A=0 



Fazendo íc = e representando por ?/o'^ o valor correspondente da derivada ?/'"\ vem o 
resultado 

y^'^ = A,nl. 

II. Procm^emos a derivada de ordem ?^ do producto y = iiiu^ de duas funcçoes dadas. 
Temos 



y' = Ui U2 + lli 1% 

y" = lli ^^2 + 2iíí z4 + lli ui'i 



Observa-se n'estas egiialdades que os coeííicientes numéricos coincidem com os que appa- 
recem nos desenvolvimentos das potencias 1.^, 2.^, 3.% etc. do binómio tq + ^S; e que os 
Índices superiores coincidem com os expoentes de ui e u^ nos mesmos desenvolvimentos. 
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Somos pois levados, por indacçao, a escrever a fórmula 



rf) = ?^(") ?í2 + ...+ ( ,^\tf~'^'^ uf^ + í ^? yr^^ 11^ -\-,., + u, uf 



(1) /^)=s('!)<-^)^4^ 

representando por f . ) o numero de combinações de n lettras tomadas aia i. 

Para demonstrar esta fórmula, basta provar que, se é verdadeira para o Índice n^ também 
é verdadeira para o Índice n-\-\. Para isso derivemos os dois membros d'esta egualdade, o 
que dá 



^(„+,) _ ^^(.4_,) ^í, f . . . -f í ^ j uf-í+ •) z4'-) + ( . ) <-'^'^ ^-\- . . . + ^^1 A 



ou 

«4-1 



:n-H)_'s'Y''t"^)i4"-^+^^^4^^ 



i=0 \ ^ / 
por ser 

G:^(:)^("r 

A fórmula (1), devida a Leibnitz (^)^ pôde ser escripta symholicamente do modo seguinte : 

significando esta egualdade que se deve desenvolver (iíi + ^^2)" p^ia fórmula do binómio e 
substituir no resultado os expoentes por Índices de derivação. 
Do mesmo modo, no caso da funcçao 

y = iti u<^ . , . Um 
temos symholicamente 



y^'^ = (u^+u^ + . .. + ic^y = S 






{^) V^j- Opera omnia, Genevae, 1748, tom. lu, pag. 421. 
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em que S se refere a todas as soluções iuteiras, positivas ou nullas, da equação 

^*i + 4+ . ' + L = '^h 

e onde se deve considerar O ! como representando a unidade. 

Deduz-se esta fórmula da anterior por um processo análogo ao que se emprega em Ál- 
gebra para passar da lei do desenvolvimento do binómio para a lei do desenvolvimento dos 
polynomios. 

III. Consideremos aerora a funccao ?/ = — • Temos 

Ui = y' ^í2 + yi% 



uf = if^ u,-^,,.+ [ .] if-^^ z4^)+ ... -1- yu[ 



■02' 



Por meio d'estas egualdades obtêem-se successivamente as derivadas y' ^ y'^, y'" ^ . . . , ?/(") da 
fracção proposta ; ou directamente a derivada ^'^^)^ expressa por um determinante. 

IV. Seja y uma fuucção de x determinada pelas equações 

(A) y=f{^^), u = <^{x) 

e procuremos a derivada z/^^^- de y relativamente a x. 
Temos 

^ du ' 

^ ~ di^ '' + du '' ' 



yiii _ ^ .,/3 I ^ ^^y „! .,11 4_ ^y ,,ni 



Vê-se facilmente que a expressão da derivada y^^^^ é da forma : 
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A^ a, Pj T? • • • ? \ ^* sendo números inteiros, que vamos determinar. Para isso, appliquemos 
a fórmula precedente á funcção 

onde «Q, ai, . . ., a^^ representam constantes arbitrarias; o que dá 

^W == y.kn (7z — 1) _ . (71 -i-\-l) V)'-' {v}f {lú^f . . . (^^N)^, 
e, pondo cc = e notando que é (n.^ lOõ-I) ii^^^=''k\ a]^, 

yt^ = Y.kn {n — \) . . . {n-i-\-l) (2!)P(3!y . , \n^)^ al-'ala\. . .a^. 
Por outra parte^ temos 

, hr. hi h^ \^ Ai-|-2fe + 3^3 +. . .-["^^n 

= 2_i 



onde S representa uma somma que se refere a todos os valores inteiros, positivos ou nullos, 
de Ãq, /zi, etc. que satisfazem á equação 

^0 + ^^^ + /22 + . . . "1- /^n = n^ 

devendo substituir-se /^q!, /^i !, /z2 1, etc. pela unidade, quando é 11^ = 0^ /ii = 0, h=> = 0^ etc. 
Derivando esta egualdade e pondo íc=0, vem (n.^ 105-1) 

. /in /ll /22 A,i 

^' " /^o!Al!/^2!.../^J ' 

onde S se refere agora a todos os valores inteiros, positivos ou nullos, de /iq, /íi, fe, etc. que 
satisfazem ás equações 

^0 + ^1 + ^2 + • . . + ^hi = 'ih ^1 + 2/z2 + 3/^3 + . . . + í^/^n = n. 

Os dois valores de 3/^"^ que vimos de achar, devem ser idênticos, quaesquer que sejam os 
valores de a^^ «i, ag, etc; portanto vem 

a = hiy |3 = Zí2, . . . , X = /i^, liQ = n — i = n — (a + |3 + • • • + X)? 

72! 



.p!...X!(2!)P(3!j^..(72l)^* 

cc 
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Temos pois a fórmula 



(3) y^ = i: ^""^ 



n\%{u'nu'f,..{u^^^f 



onde S se refere a todos os valores inteiros., positivos ou nullos, de a, p, -(,..., X que satis- 
fazem á equação 

a + 2p + 3Y + ... + ?i\=:n^ 
e onde 

Deve observar-se que na fórmula (3) devem substituir-se nos denominadores os factores 
que forem nullos pela unidade, como se faz na lei do desenvolvimento dos polinómios, d'onde 
a fórmula é tirada. 

NOTi\. — A respeito dos coefficientes numéricos 

n ! 



p!...X!(2!)P(3!)^..(72!/ 



faremos algumas observações. 

1,^ Estes coefficientes são números inteiros. 

Esta propriedade resulta da demonstração precedente, e constituo um tlieorema interes- 
sante de Árithmetica, a que se pôde também chegar por considerações relativas á theoria das 
combinações (^). 

2.^ Sendo y = u^^^ u = e^—l^ temos 



-rn;— = 0, . . . , ii' = u" ■- 



e, pondo íe =0; 






Uq = Uo = 



(^) Comptes renclus de VAcadémie des Sciences de Paris^ tom. cxiir, pag. 1066. 



Hosted by 



Google 



219 

Substituindo em (3)) vem a fórmula seguinte, de que adiante faremos uso ; 

1 /d^^ie^-íf^ 



kl \ dx'' /o 

que dá a somma de todos os coeííicientes da fórmula (3) que correspondem ás soluções in- 
teiras e positivas da equação 

3.^ Sendo y = e% u^é^—í^ teremos 

du' ' ' 



e portanto 



du"^ I o 
Logo, applicando (3), virá a fórmula 



^\\ =\^i^=vJ^^... = \, 



dx''' /o 



que dá a somma de todos os coeííicientes da fórmula (3). 



SA 
n I 



4.^ O quociente — r- tende para o limite zero, quando n augmenta indefinidamente (^). 



V. Seja 

y =f{^h ^^2, • . . , ^0? ^^1 = ?i H? ^^2 '= ?2 H, . • . ? ^í = ?^ H) 

e procuremos a derivada y^^^ de y relativamente a a?. 

Para resolver esta questão, empregaremos o mesmo methodo que em um artigo que a 
este respeito publicámos no Giornale di Maiematiche (Napoli, tom. xviii), que passamos a 
expor. 



(í) Para a demonstração d'esta propriedade veja-se : 

Oliveira Ramos e C. J. de Faria : Sobre os coefficimtes etc. (Jornal de Sciencias mathematicas e astro- 
nómicas, tom. vii). 
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Temos 

oui ou^ 

y" = -S- («'.)' + 2 -.^^ «; z4 + . • . + :|^ < + . . . 



Vê-se facilmente que a derivada de ordem n tem a forma: 

onde 

e onde A, «^ 5^ . . . , a, p, . . . , a^, P'? • • ' ^ão números inteiros, que vamos determinar. Para 
isso, appliquemos esta fórmula ás funcções 

y = iL'l ul . . . u'l, 
u^ = 6q -|- 6i cc -|- . . . + l^n^^.* ' 



onde f/Q, aj, . . ., 5q, Òj, ... representam constantes arbitrarias; o que dá 

?/(«)-:SA7i(n— 1). . .(n— a+l)xn(n— 1). . .(^ — 6+l)x. . . 
X ur« (..;)^ (z4')P .,,xul-' iu^' (^i^ . . . , 

e, pondo ír = 0, e attendendo ao que se disse no n,^ 105-1, 

ÍAn(n— 1). . .(n — a + I)x'?i (n— 1). . .(n — 5+l)x. . . j 
X (2 !)P+P'+- • -(3 !/+'''+■■•... («!)'^+'^'+- • • 
X «r» «f «1 ... X &r' ^1 ' z*!' . ■ ■ X . . . ) 

Por outra parte, applioando a fórmula de Leibnitz ao producto considerado, vem 



Hosted by 



Google 



221 



onde S se refere a todos os valores inteiros, positivos ou nullos, de Ai, A2? etc. que satisfazem 
á equação 

^1+^2 + ... + ^/ = ^; 

ou, substituindo as derivadas (^tí)('^l), {ul^i^ê^ etc. pelos seus valores, que se obtêem pela fór- 
mula (3)., e pondo íc = 0, 

nln{n — l)...(?z — a-^lxn(n — l)..,(n — ô + l)x... 



a!p!..A!aMpM...XM... 
xaS-"<-4...x^rZ^fèf ...X..., 

onde S se refere aos valores inteiros, positivos ou nullos, de a, p, . . . a^, PV • • ^^^ satisfazem 
ás equações , 

a + 2p + .-.. + Ai^ = Ai, 



e portanto á equação 

a + 2p + ... + 72X + a' + 2p^ + ... + nV + ... 
+ a(^-i) f 2^(^-1) + . . . + TiXí^-*) = n, 
e onde é 

a=:a + p + ... + l, b = a' + ^'+.. . + V, etc. 

Os dois valores de z/J"'* que vimos de obter, devem ser idênticos, qualquer que seja o valor 
das quantidades «q, ai, . . ., &q, ^1, . , .; portanto os inteiros a, j3, . . ., a^, |5^, ... devem ter 
os mesmos valores nas duas expressões de yo\ e deve ser 



UV+,.. 



a!pl...X!xa^'pM...XMx...x(2!)P+P'•••...(n!) 

Estão pois determinadas as constantes que entram em (6), e temos a fórmula seguinte, 
que resolve a questão proposta: 



s-f 



(4) ^«=S 



a!p!...X!x«'!P'!...X'!x... " ^M?8M^ .. 

i>^«"(iv)^-(í;)^-««'-(f)"x.... 
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onde S se refere a todas as soluções inteiras, positivas ou nullas^ da equação 

e onde é 

a = a + P + » . . + ^; S = a'H-. . . + V, etc, 
e 

VI. Consideremos agora a funcção implicita y^ definida pela equação 



Temos as equações 



ax ' dy 



por meio das quaes se obtêem successivamente y, y'^^ etc. 

A lei que seguem estas equações obtem-se applicando á funcção f(xj, y) a fórmula (4), 
pondo 11% =^x, Ui=y e considerando y como funcção de x^ o que dá 

(^) ^ aM.!;;..Ar • ãí«í^ ^y'y- (^")^ • • • (^'"')' = ^' 

onde S se refere a todas as soluções inteiras, positivas ou nullas, da equação 

a' + a + 2p + ... + ^X = ?2, 
e onde é 

A fórmula que precede dá a derivada de ordem n em funcção das anteriores. A fórmula 
que dá directamente ^(^) é muito complicada, e porisso não a exporemos aqui í^). 



{}) Duarte Leite : Sohre as derivadas etc. (Jornal de sciencias jnathematicas e astronómicas , tom. iv). 
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II 

Ápplicaçoes 

lO^o Derivada da fimcgão arctangx, — I. A funcçao 3/ == are tang íc dá ?/' = (1+íc^)~*, 
d'onde se deduz (n.*^ lOõ-IV) 

^ ^^ "■>■ a ! p ! 

onde a + 2p = ?í — 1, ^ = a^-P; e portanto 

onde S se refere a todos os valores positivos de p, desde O até ao maior inteiro contido em 

71-1 



2 
A expressão da derivada de ordem n da funcçao considerada pode dar-se uma forma 

differente da precedente. Pondo x = cot cp, o que dá -j^ = — sen^ (p, vem 
V=-; — ] õ — =sen'^9, y'^ = — sen 2c(? sen^cp, etc. 

^ 1 +COt^cp '' -^ T T5 

Em geral 

y{n) = (_- 1)^-1 (n _ 1) ! sen^^ (p sen ?2cp. 

Demonstra-se facilmente esta fórmula mostrando que, se for verdadeira para a derivada da 
ordem n^ também é verdadeira para a derivada da ordem n + 1 . 

II. A comparação das duas expressões de y^^^\ que vimos de achar, dá a fórmula impor- 
tante, attribuida a Viète : 

sen nf = sen cpS (- 1)P ("' " í "" ^) (2 cos cp)""'"^^. 

III. Se quizermos o valor de ?/^"\ poremos x = na fórmula que dá y^'^K 
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1." Se n é impar ^ todos os termos da fórmula se annullam, excepto aquelle que corres- 
ponde 'à n — 1 — 2p = O, e teremos portanto 

y<") = (_l)— („_i)!. 

2.*-* Se n é> jpar^ o expoente n — 1 — 2p não pode ser nuUo, e teremos 3/J"^ = 0. 

107. Números de BernoidU, — I. Consideremos a funcção 

3/^(l+6-)~S 

e procuremos o valor que toma ?/(^^) quando é x = 0. 
Pondo 



vem 



e portanto 






cp' (x) — (d' ( — .r), cp'^ (x) = — cp'^ (— x) , etc. 

Estas egualdades mostram que as derivadas de ordem par de cp (x) se devem annullar 
quando se faz íc==0, porque, se assim não fosse, teriam dois valores diíferentes para x = 0^ 
o que não pôde ter logar. 

As derivadas de y são eguaes ás derivadas de cp (x)^ e portanto temos 3/í"^ = O, quando n 
é par. 

As derivadas de ordem impar acham-se por meio da fórmula (3) do n.^ 105, que dá 

n l i l e'"" (1 + e"")-'-^ 
y{n) ^ s Y— 1)^ -õ ~-i r 

onde 

a + 2p+. ..4-nA-=?z, ^=:a + p+ .. .+ X; 

portanto temos, pondo íc = 0, 

^(«) = 2 f— 1)^ ^^'^^ 

2^*+^c(!p!...}i!(2!)P (3!^ ...(n!)V 
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Pusto isto, chamam-í^e números de Bernoidli os números definidos pela egnaldade 

os quaes porissò são nullos quando n é 'par^ e, quando n é impar^ podem ser calculados por 
meio da fórmula (^): 



(6) 






;í. 



onde E se refere ás soluções inteiras, positivas ou nullas^ da equação 



onde 



II. De ser 



?:--a + P+. . .+ A. 



a!p!, ..X!(2!)i\.. (niy^ 

um numero inteiro (n,° 105) e de ser n-\-\ par resulta que 05 números de Bernoullí não 
'podem conter em denominador factores primos differentes de 2 e dos factores parimos de 2'^+^ — 1, 
e qiie 2 não pode ter expoente superior a n, 

III. Da fórmula (6) vamos tirar outra mais própria para o calculo dos números de Ber- 
noulli. 

Com efPeito, aquella fórmula dá 



■B,, = (— 1) 2'^+'^ — 1 ,wi 






^^^"^ a!p!...l!(2!)P...(72!y^ 
onde S' se refere a todas as soluções inteiras e positivas da equação 

cc-\-2^+, ., + n\^n 
que dão a { o mesmo valor; e portanto (n.° 105-IV) 

^ n+í ^ 



^n-[ i; 2-+''~icy ^ 2^+i 



dx'' 



o 



(}) Veja-se o nosso artigo : Sur les nombres de BernouUij publicado no American Journal of Mathemaiics 
de Baltimore, tom. vii. 

DD 
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ou, substituindo a derivada que entra no segundo membro pelo valor que se obtera desenvol- 
vendo o binómio (e* — 1)' e derivando n vezes o resultado, 






. 1 



(7) 



B« = (-l) -^..T^Ta/-^' 2'+l 



i''—i{i—iy 



;)(-2)«-(;)(-3n...±(,:ji'' 



Ou por meio cVesta fórmula, ou por meio da fórmula (6), obtem-se 



Bi=-^, B3 = 3^, B5 = ^, B7=3^, B9 = gg, . 



Os números que vimos de calcular foram considerados pela primeira vez por Jacob Ber- 
noulli na sua Ars conjectandi. Euler encontrou-os depois em muitas questões de Analyse. No 
tomo Lxxxv do Jornal de Crelle foi dado por Adams uma taboa que contem todos estes números 
até B123. 



IV. Derivando n vezes a egualdade 



y{e^ + l) = l, 



vem 



3/N(e^ + l) + 6^ 



,,y,n.i) + ^ ^^ j ^(n-2) +. . . + (^^ J ij^-y 



Pondo íi?=0 e attendendo á fórmula (a), resulta a equação 

-t- 2«+»-l i 2"-l 

n-tl n 



+(-)^(;')^^-- 



íi— 2 



-(-)Mâ)^-^B._.+. 



+(-)(..:J^B.+l-. 
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que, pondo ?i = 2p^ — 1, dá 

e, pondo n= 2p, dá 

,^2^-1^ /2_p\22;-2_i , / 2^3 \22-l 

Temos assim duas relações lineares recorrentes entre os números de Bernoiíllij por meio 
de qualquer das quaes se pode calcular successivamente Bi, B3, B5, etc. 

Foi Moivre quem primeiro achou uma relação recorrente entre os números de Bernoulli. 
Depois foram encontradas muitas outras. 

V. Os números de Bernoulli apparecem em muitas questões de Analyse, Assim, por 
exemplo, os valores das derivadas da funcção 

correspondentes a x=0^ exprimem-se por meio d'estes números. 
Com efFeitO; derivando n vezes a identidade 

vem (n.^ lOõ-lI) a seguinte: 

^ ãJ^ +n^A_j:^^/«(^)_2''/»)(2a,), 
que, pondo x = % attendendo á fórmula (a), dá a relação, achada por Euler, 



Vê-se por esta egualdade que as derivadas de ordem impar de y são nullas. 

A fórmula que precede não dá os valores de y^ e y'ç). Para os achar, parte-se da equação 
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que dá 

e, pondo í^-0, ?/o= 1, ?/ó = ---. 

VI. Do mesmo modo, no caso da funcçao 

temos, para determinar o valor de y^^ a fórmula 

n — 1 

a qual mostra que este valor é nullo quando n é par. 

VII. Consideremos finalmente uma questão d'AIgebra em que entram os números de 
Bernoulli. 

Seja 



e portanto 



Derivando /c+l vezes esta egualdade e pondo z==-— — , vem 



xy'^+^) + {k + 1) y^^') -= n^^+^ e"^ z + {k^l) n^' e)'^ z' 

+ (^\) ^^^~^ ^'^"^ ^'' + • • • + (^ t ^) ^^^'"^ ^^''^ + (^''"^ — 1) ^^^"^*^ 
e, pondo íc^O, 



71' 



J'+^ n^' , kn!^-^ ^ ^ ^^ ^^ ^^ '^^ ^^ ^ B3 



3/^^^-^^+Y-Y + Tr^^"^^^-^)^^'-^)''''^'lT+--' 



Por outra parte, derivando k vezes a funcçao ?/^ vem 
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e portanto 

Temos pois a fórmula de Jacob Bernoulli 



,,-3^3, 



que dá o desenvolvimento, ordenado segundo as potencias de n, da sonima das potencias do 
grau k dos 72 — 1 primeiros números e serve para calcular rapidamente esta somma, quando 
n é um numero grande. 

Resulta d'esta egualdade, como coroliario, a seguinte: 

,. V^ + 2^^ + ,.,+n^ 1 

de que se fez applicaçao no n.^ Õ8. 

108. Fórmula de Jacohi, — Procuremos a derivada de ordem n — 1 da funcção 

1 

Applicando a fórmula (3) do n.'^ 105, vem a egualdade 

{n-l)l(n-^)...(n-^-i + l) (-2xf {-2}^ {1 -x^f~^ "' 



y{n-i} ^ £ _ 



onde a + 2p = 71 — I5 { = a + [i ; ou 

_2 (_lf-l-P(,,_l);(2»-l)...(2^ + %"-^-^^(l-^a/ + T 

(íi~l-2P)!p!2P 

= (-1)-' l-3...(2n-l) , _ p nlx ^ (l~x^ ) ^ ^ 

n "^ ^ 1.3...(2p+l)(n-l-2p)!p!2P 

que, por ser 

2Pxl.2.3...I3xl.3...(2,3 + l) = (2p-fl)!, 
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dá 

onde S representa uma somma que se refere a todos os valores inteiros positivos de p, desde 
O ate 



2 
Pondo X = cos 03, vem 

(„„i) ,,_il,3. . .(2n— 1) ft (n — 2p). . .72C0S '^03sen ' ' o> 

^ -(-1) ^ -L(-l)i. ^^ (2P + 1)! '-—' 

ou, em virtude de uma fórmula de Trigonometria, dada no n,^ 52, 

, ,, . .^ , 1.3. ..(27Z— 1) 

^(^^-1) ==. (_ ] yi-^ , . ^ L . sen 72 are cos xy 

resultado devido a Jácobi(*). 

109. Fórmula ãe Waring. — Seja 

U = Aqíc"^ + Al íc"^-i + . . . + A,,_i X + A,, = O 

uma equação dada e sejam Xi^ ^2, . . ., x^ as m raizes d'esta equação. 
Por ser 

TJ = Aç^(x — Xi) {X — ÍC2) . . ,(x — Xm), 

e portanto 

log U = log Ao + S log {x - í^ J, 
temos, derivando n vezes, 



S 



1 _(—\Y~^ c^MogU 



(cc— íToj)'' (^^— 1)! * dx"" 



Substituindo no segundo membro d'esta egualdade U pelo seu valor, applicando a fór- 
mula (3) e attendendo ás egualdades Uí"^+*) = 0, U("^+2)_o, etc, vem 

S ^ = (- i)« «s (- !)'■ iizill!I:lE!íEÍ:^ 

(oj-ajoo)" - a!(3!.. A!(2!)P...(to!)^ 



(1) Jornal de Crdle, tom. xv, 1836. 
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e portcanto, pondo x — O, 

S J_ == .S (- ly ^•-l)!U,-'Uo"Uo^-.- 

Applicando agora esta fórmula á equação 

A,n X^^' + Á,,_i íí;^'^-l + . . . + Al í^ + Ao = O, 

cujas raízes são reciprocas das raizes da equação primeiramente considerada, temos ?í fórmula 

de Waring[^) 

^ (^-l)!A:^^Af Af...A^ 

o.^^i''-"" '^^ i; a! 3!... XI - 

onde cí, (3, . . . , A são as soluções inteiras, positivas ou nullas, da equação 

a + 2|3 + . . . + m\ == n 
e onde é 

^ = a + (3+...+ X. 

Esta fórmula dá a somma das potencias de grau n das raizes da equação proposta. 
Os coefíicientes numéricos que entram na fórmula de Waring gozam das seguintes pro- 
priedades arithmeticas, que nos limitaremos a enunciar (^), quando n é egual ou inferior a m: 
1.^ A somma dos valores absolutos de todos os coefíicientes é egual a 2^^ — 1. 
2,^ A somma dos valores absolutos dos coefíicientes dos termos do grau i ó egual a í . 

3.*^ A somma dos valores absolutos dos coefíicientes dos termos do grau n — i é egual á 
somma dos valores absolutos dos coefíicientes dos termos do grau i. 

ilO. Derivadas das fiincçoes compostas de funcçoes lineares de x, — Seja na fórmula (4) 

i^i = Al +Bi ct?^ zí2 = As + B^a?^ . . .5 u\=Ki'\-^ix'j 



(^) Waring: 3feditat{ones algebricae^ 1772. 

(-) Estas propriedades foram dadas pelo sr, J. B. d'Almeida Arez em um trabalho publicado no tom. i 
dos Annaes sc^entificos da Academia PolyUclmica do Porfo^ onde se pôde ver a sua demonstração. 



Hosted by 



Google 



232 



teremos 






a 



!aM...^(/-i)! 3^3i^'... 



onde S se refere ás soluções inteiras, positivas ou nullas, da equação 

a + a^ + cc'^ + , . , + oii^-'^)^n. 
A fórmula que precede pode ser escripta symholicamente da maneira seguinte : 

devendo depois do desenvolvimento substituir-se (ó/)" por ô^j/. 

111. Differenciaes de ordem superior. — A diíferencial ãy de y=f{x)^ que está ligada com 
a derivada de y pela equação 

dy = y' dx^ 

é uma funcção de x, cuja diíferencial d(dy) (que se representa por d~y) se obtém differen- 
ciando o producto y'dx; o que dá 

suppondo dx constante^ qualquer que seja Xj, o que é sempre possível, visto que íc representa 
a variável independente e portanto o seu augmento dx é arbitrário. 
Do mesmo modo se acha 

d^y = y"^ dx^j d^y = y^^^i dx^^ etc. 

As differenciaes dy, d^y^ d'^y^ etc. têem, respectivamente os nomes de differenciaes de pri- 
meira ordemy de segunda ordem^ etc. de y. 

Seja hum augmento dado a £« e A?/ o augmento correspondente de ?/, isto é, 

Ly=f{x. + h)-f{x)^f,{x). 
Teremos (n.^ 64) 

Ay = hf(x + dh), 

onde d representa uma quantidade compreliendida entre O e 1. 
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Representando por bi^y o augmento A (A3/) da funcção A?/^ correspondente ao augmento li 
de Xy vem do mesmo modo 

A^3/ -Si (^ + ^ -/i (^) =- ¥i (^ + ^i^^) 

= A [/ {x +dih + h) -f {X + diJi)-] 

Continuando do mesmo modo, obtem-se a fórmula geral 

ou, pondo ^1 + ^2 + . . . + ^n = 6», 

^n^ = h''p^)(x-^6h), 

d representando uma quantidade comprehendida entre O e 7i, 

A A?/, A^j/, A^z/, etCo dá-se respectivamente o nome ãe cUfferenga 2^rimeira^ differenga segunda^ 
etc. da funcção f{x). 

Se a derivada /(^) (íc) é continua, temos 

onde £ representa uma quantidade infinitamente pequena com h; logo a differencial de ordem 
0% ó a parte proporcional a A^^ da diíferenca de ordem n da funcção y, 

112. Consideremos agora a funcção de duas variáveis independentes z = f(x^ ?/), cuja 
differencial total é definida pela egualdade (n.^ 71) 

d.z = ~ — dx -\- -^ — diL 
cx oy "^ 

Esta expressão de dz é uma funcção de cc e 3/ que, sendo differenciada, dá a expressão 
seguinte da differencial total de segunda ordem: 



o u , sym holicamente^ 



dH=-^a.^^2^^d.dy + ^ayS 



d'-^=[-^^cU + ^-dy)\ 



EE 
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"Continuando do mesmo modo, acha-se, por inducção, a fórmula symibolica 

que se demonstra por meio de um calculo análogo ao que foi empregado no n.° 105-11, e 
onde se deve substituir, depois de effectuar o desenvolvimento da potencia indicada, (62;)'^ por 

Do mesmo modo, no caso da funcção de muitas variáveis 

Z=f{xi. X%^ . . .,»?;), 

se acha a fórmula symholica 

( dz , , ^ dz , V' 

(Pz = -.:^ — dxi + . . . + ~ — dxi 

\ GXi cr 



III 
Relações entre as fimcçôes e suas derivadas 



113. Se a funcção f(x) admittir as derivadas f (x)^ f (x)^ . . .^ /í^^) (íc), e se estas deri- 
vadas forem finitas em iodos os pontos do intervallo de Xq a x^ temos 

/H=/K)+(^-^o)/'W+^-^/"(«^)+-..+^^/<«-**K)+R«. 

onde 

d representando uma quantidade comprehendida entre zero e a unidade. 
Para demonstrar este theorema, basta applicar ás funcçoes 

cj) (£)■= {x - zf' 
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a fórmula conliecida (n,° 64-4/) 

notando para isso, que ç^ (2;) é dada pela egualdade 

A fórmula que vimos de demonstrar é conhecida pelo nome de fórmula de Taylor^ e a 
respeito d'ella faremos as seguintes observações: 

1.^ Pondo x~x^=^líiy a fórmula mencionada pode ser escripta debaixo da forma seguinte 

onde 

7?w /I fí\n—m 

^»= / n — /""(^o + QÃ)- 

(?i — 1) ! m ^ 

2.^ A R^ chama-se o-esto da serie de Taylor, Da expressão d'este resto que vimos de 
achar, e que é devida a Schlõmilch'(^), deduz-se, pondo m = n^ a fórmula 



devida a Lagrange; e, pondo m = l, a fórmula 

^n - ^^ ~ ^;^;;j^j ~ ^^ ^' /"" [^0 +H^~ ^oii - ^'\^^il]7' /"" (^0 + e^), 

devida a Cauchy, 

3.^ Se R^ tender para zero, quando n tende para o infinito, a funcção /(íc) pôde ser 
desenvolvida em serie convergente, ordenada segundo as potencias de x — íCq, por meio da 
fórmula 

/H=/K) + (^-«'o)/K)+---+-^''-^/""W + -.. 



(^) Journal de Liouvilíe^ 2.^ serie, tom. iii. 
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4.'' Se na fórmula de Taylor pozennos £í'q = 0, vem a fórmula 



f{x) =/(0) +Xf (0) + ^/" (0) + . . .+ ^^in-i) (0)H-R„, 



onde 



(?^— l)!m '' ^ ^ 

conhecida pelo nome de fórmula de Maclaurin. 
5.^ Se tiver logar o desenvolvimento em serie 

e as funcçoes f(x)j f (cc), . . . , /(^') {x) forem continuas no ])onto x^^ será 

■^a — i • 



Para demonstrar este theorema, notemos primeiro que, ponde x = Xç^^ vem A^==/(a?Q). 
Notemos em segundo logar que, pondo x — x^^Ji, temos 

f{x, + h)-f{x,)=Mh + Mh^ + ,.., 
d' onde se deduz 

e portanto 

Ai=/'(^o). 

Para completar a demonstração do theorema, basta notar que, se for verdadeiro para o 
coefficiente A^j, ainda é verdadeiro para o coefíiciente Aa-|-i. Com effeito, temos 

f{x, + h) =/(a.o) + hf {X,) + • • . + -^ /•"" (=^) 
e portanto 

d'onde se tira, fazendo tender h para zero, 



_f^{x^ 
^+*~ (rt+l)l ' 



Aa-fl 
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6.^ Quem primeiro applicou o Calculo differencial ao desenvolvimento das funcçoes em 
serie foi João Bernoulli^ que deu em 1694, nas Acta eruditorum^ uma fórmula muito geral 
para esse íim, em cujos termos figuram as derivadas da funcçâo dada. Alguns annos mais 
tarde^ em 1715, Taylor appresentou no seu Methoãus incrementorum a serie que vimos de 
obter, a qual só differe pela forma da que anteriormente tinha dado Bernoulli. Lagrange, 
que se occupou muito desta importante serie, deu na sua célebre Théorie des fonctions 
analytiqiies a expressão do resto precedentemente demonstrada, e abriu assim o caminho 
ao estudo das condições para que aquella serie possa ser applicada a uma funcção dada, o 
qual foi feito em seguida por Cauchy, empregando esta expressão e ainda outra, anterior- 
mente mencionada, que publicou pela primeira vez no tomo l dos seus Exercices de mathe- 
matiques. 

As duas expressões do resto que vimos de mencionar, só em poucos casos permittem 
reconhecer se a serie converge para a funcção dada, por ser em geral complicada a expressão 
da derivada de ordem n que n'ellas entra. Porisso Cauchy procurou tirar as condições d'esta 
convergência directamente da natureza da funcção considerada por um methodo que será 
exposto em outro logar d'esta obra. 

Para o estudo dos principaes modos de demonstrar e considerar a fórmula de Taylor que 
têem sido empregados até hoje, veja-se o nosso trabalho Sohre o desenvolvimento das funcçoes 
em serie^ publicado nas Memorias da Academia Real das Sciericias de Madrid (tom. xviii, 
1897) (1). 

114. O theorema demonstrado no numero precedente é um corollario do seguinte, que nos 
limitamos a enunciar (^) : 

Se as funcçoes f{x) e Y (x) admittirem as derivadas f'{x)^ f {^)-} - * "> f^^^K^)^ ^^ (^)j 
F^^(cc), . . ., F^^"^ (x)j, e estas derivadas forem finitas em todos os pontos do intervallo de Xq a x^ 
teremos a relação 

FH-F(«.o)-(a.-a3o)F(a.o)-í^«>-'F"(í«o)-...-^°-^-FW(c«o) 






(i) Transcripta no tom. i, pag. 1, das nossas Obras sohre Matliematica. 

(2) Este theorema é extraliido do nosso artigo Sur une formule cVAnalyse, publicado nas Nouvelles Annáíe^ 
de Mathématiques (Paris, 3/ serie, tom, v), onde se pode ver a respectiva demonstração. Encontra-se este 
artigo no tom. ii das nossas Obras sobre Mathemaiica, 
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onde 

se o denominador do segundo memhro se conservar differente de zerOj quando d varia desde O 
até 1. 

Para deduzir d'este theorema o de Taylor, basta pôr 

F {x) = {x — XqY\ k = m — l^ 1 = 71 — 1. 
115. Consideremas agora a funcção de duas variáveis independentes 

para estender a estas funcçoes a fórmula de Taylor. 
Pondo 

XQ + t(x- Xq) = u, y^-^t (y-yo) = v, o (t) =f{u, v) =f [x^ + t{x- í^q), .% -\-t{y- y^)] 

e applicando a fórmula de Maclaurin a esta funcçao de t^ vem 

■m—i 

cp (í) = cp (0) + y (0) + . . . + ~yj- 'f («-!) (0) + R„, 

(w — l)!m 
Os coefficientes de í que entram n'esta fórmula, são dados pelas egualdades 



'^' *^*^ ^ "êã *^'*' ~ '^«^ + "6^ "^^ " ^0^' 






'■?" (*) = 8^ («^ - *o)- + 2 -^J— («-%) (2/-%) + g:p- (2/ - 2/o)^ 



que, pondo í = 0, dão 
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Para achar 'f <') (í), pôde empregar-se o metliodo usado no n.° 105-11 para resolver uma 
questão análoga, ou a fórmula symbolica demonstrada no n." 110, que dá 



ou 



e portanto 



(p(í) (0) = 

tp(«) (dt) = 



ç(') (í) = 

ô/K' yo) 



^f i^x-x,)+-^J-{y~y,)_ 



dXa 



{x Xç^) - 






(y-yo)\ 5 



'df(ui, Vi) df(ui, Vi) > 



onde é 



IH =XQ + d{x-XQ)t, Vi = yç, + e(y — yQ)t. 
Pondo agora nas fórmulas precedentes ?5=.l, vem a seguinte: 



n—i l 



^/(^o^2/o), 






b 



(2/-2/o)J 



(w — 1) ! TO 



^/(-^'^(.-.„)+^^ (,-,„)]", 



6i^i 



ÔVl 



que tem os mesmos usos que a fórmula de Taylor. O methodo que vem de ser empregado 
para a deduzir é devido a Cauchy. 

Deve observar-se que, por ser baseada a doutrina precedente nos theoremas dos n.°^ 69 
e 1L3, deve impôr-se á funcção/(it^ v) a condição de admittir derivadas parciaes relativas a 
it e v^ até á ordem Uj continuas nos intervallos ãe tí = XQ a, u = x e de v ==yQ a v =y. 
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CAPITULO V 

Applicaooos aixa-l^^ticas cia fóx^ixLxila cio Ta^^^loi^ 



BeseiivolYliiieiito em serie do "biiioiuio e de algumas fiiiicçoes algébricas 
IMe Consideremos em primeiro logar o binómio 

onde k representa uma quantidade real qual quer „ 

Temos 



y{n) = k {k - 1) . . . {k - 72 + 1) (1 + xf-^' ; 

e portanto 

%=1, 2/; = /<^. . . ., y^r'^ = k{k-l). . .{k-n + 2). 

Logo, applicando a fórmula de Maclaurin com a expressão do resto de Cauchy, virá 

(72 — 1) ! ^ ' ^ ^ 



1) Supponhamos primeiro que o valor absoluto de íc ó inferior á unidade. 



FF 
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Por ser a razão dos dois termos consecutivos de ordem n — 1 e n — 2 da serie 

egiial a í — —-—í j x^ esta razão tende pai^a o limite —x^ cujo valor absoluto é inferior á 
unidade^ quando n tende para o infinito; e, portanto, esta serie é (n.*^ 22-III) convergente. 
Logo o seu termo geral 

k(k — l)...( h — n + l) 

tende para O, quando n tende para o infinito. Como porém esta quantidade coincide com o 

producto dos dois primeiros factores da expressão do resto E^^^ e como além d'isso o factor 

/ l — O Y~^ 
Çi+dx^-'^ é finito e o factor 1 I é inferior á unidade, este resto tende também para 

O, e temos a fórmula, descoberta por Newton: 

2) Se o valor absoluto de x for superior á unidade, a serie precedente é divergente, e 
esta egaaldade não tem logar. Com efí*eito, a razão de dois termos consecutivos, isto é, 

k-a+1 ík+1 A 
• X = l\x^ 



tende para um limite —x., cujo valor absoluto é superior á unidade, quando n tende para o 
infinito (n.« 22-III). 

li?. Do desenvolvimento em serie do binómio, que vimos de obter, pode tirar-se o 
desenvolvimento em serie de muitas outras fimcções. 

Assim, suppondo /(íc) uma funcção racional de x^ em que o grau de x no numerador seja 
inferior ao grau de x no denominador, da egualdade (n.*^ 42) 

-ff ' — TH . _ ^0 + ^1^4-'-'+ ^m 00""' 

r'~ (\,(x) _po 4-pi «? + ... +pi x' 

^y, ^S(-^lf-^ (l — — 

{x — af a \ a 

tira-se o desenvolvimento em serie 

f{x) = Ao + AiX + Mx'- + ,.., 
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onde é 



a qual tem logar quando o valor absoluto de x é inferior ao menor dos valores absolutos das 
quantidades designadas por a(*). 

Convém notar que, para obter os coefíicientes Aq, Ai; Ag, etc. da serie que vem de ser 
considerada^ não é necessário conhecer as raízes da equação ^{x)=^0, pois que podem ser 
obtidos directamente, derivando a fracção dada, ou por meio das relações que resultam da 
egualdade 

a^ + a^x-^. . .-\- a,nX''' = (j)q +piX + . . . +2^íX') ( A^ -f A{X + Á^x^ + •••)? 

efifectuando a multiplicação indicada no segundo membro, ordenando o resultado segundo as 
potencias de íc e egualando os coefíicientes das mesmas potencias de x nos dois membros. 
^êem, com effeito, d'este modo a relação 

Cln =2^Q An +2^ An-i + . . . +2^,1 A^3, 

. onde a.m-]-i = O, «,n-f 2 = 0, . , . ^ a qual tem logar quando n < ij, e a relação 

O =Pq An +^1 An-i + . ., + pi An-i, 

a qual tem logar quando n^i^ por meio das quaes se calculam successivamente os coefíi- 
cientes Aq, Al, A2, etc. 

Vê-se pelo que precede que os coefíicientes do desenvolvimento procurado, a partir de 
A^> estão ligados com os i anteriores por uma relação linear homogénea. As series cujos 
termos satisfazem a esta condição, dizem- se recorrentes. Foram estudadas por Moivre na sua 
Míscidlanea analyticaj, e depois por Euler, Lagrange, etc. Podem ver-se diversos modos de 
calcular os seus coefíicientes e a sua relação com uma classe importante de funcções syme- 
tricas em um trabalho que publicámos em 1904 no Giornale di Matematiche (Napoli^ 
tom. XLií)('^). 

118. Desenvolvamos agora a funcção 

y = {i — 2ux + u^^) 
em serie ordenada segando as potencias de u. 



(^) Suppomos por agora que todas as raízes de^li{x) = são rea(?s. Adiante veremos porém que o desen- 
volvimento considerado ainda tem logar quando alguma d'estas raizes sào imaginarias, se o valor absoluto 
de cc é inferior ao valor absoluto de todas as raizes reaes e ao modulo das imaginarias. 

(~) Obras sobre Mathematica, tom. 11. 
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Pondo esta funcção debaixo da forma 

?/ = (u — Ui) (it — 11^) 

^ \ Uil \ %i%l 

onde ^H e %i^ representam as raizes da equação 

lí^ — '^ux -1-1 = 0^ 

vê-se que um dos casos em que ella é susceptível de ser desenvolvida em serie convergente 
ordenada segundo as potencias de u<> é quando Ui e u^ são reaes e o valor absoluto de u é 
inferior ao de Ui e ^í2(^). 

Em todos os casos em que y é susceptível de ser desenvolvida em serie ordenada segundo 
as potencias de u^ o desenvolvimento é da forma 

^ = Xq-1- Xiw+ X2tt2+. . .\^iiú'-\-.. ., 

onde Xq, Xi, etc. representam funcções de x^ que vamos determinar» 
Por ser (n.^ 105-IV) 

y[^ = S ■ 



onde 



a![5!2P 
. S (- 1)P . *-^^ 1.^: 



a+2p = A:^ i=^aL- 



h 
teremos, representando m o maior inteiro contido em --?' 






(^) Veremos adiante que o desenvolvimento considerado ainda tem legar quando, u^ e zíg sendo imagi- 
nários, I ^í I é inferior & \ Ui \ e \ U2 \ , 
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Esta fórmula serve para calcular os polynomios X/^, conhecidos pelo nome à^ jpolynomios 
de Legendrôj por terem sido estudados por este geometra eminente em um trabalho publicado 
em 1785 nas Memorias da Academia das Sciencias de Paris, Vamos estudar algumas das 
suas propriedades mais elementares. 

I. Derivando k vezes a identidade 



vem 






=0 



S (- if (2/í - 2[:i) . . . (it - 2|5 + 1) x"-^'^ 






151 
- S (-l)P 



/^...(A;-p+l)xl.3...(2À:-2p-l)x2.4...(2/^_-.2p) ,^_28 



p=o^ ^ P!(^-2P)! 



y / 1^p 1.3...(2À:-2,8-l)2^-pA;! 
3=0^ ^ ' p!(/^-2B)! 



^/.-2po 



Comparando esta egualdade com a expressão de X/,- anteriormente achada^ deduz-se a 
fórmula notável, devida a Ohnde Rodrigues^ 

_ 1 d\x^-lf 

II. Derivando a funcção 

_ JL 



relativamente a z^^ vem 

y^ =^(x — u) (1 — 2i/cí? + %i^) " , 
e portanto 

y^ {\ — 2iix -\- 10^) = (x — ic) y. 

Derivando agora h vezes esta equação, temos (n.*^ 105-11) 

y[^-Vi) {\-2ux-\- u^) - Uf) {2x - 2u) + 2 ( J ) y^^^~^) = yi^^) {x - u) - %(^-'i), 
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e portanto, pondo u = O, 



3/r^) - {2k + l)xyi^^ + k^ yr'^ = 0. 
Esta equação, pondo X/;=-^y^, dá 

(À^ + 1) X/,+1 - (2A: + 1) X' X, + /í; X,_, = 0. 

Temos assim uma relação linear recorrente entre três polynomios consecutivos de Legen- 
dre, por meio da qual se podem formar successivamente estes polynomios a partir do terceiro. 

III. Como a equação (cc^ — .l/ = tem k raizes eguaes di -\-l q k raizes eguaes a — 1, a 

equação — —^ — --0 terá k ~1 raizes eguaes a +1, k—l raizes eguaes a — 1 e (em 

virtude do theorema de Eolle) uma raiz real comprehendida entre +1 e — 1. 

Pela mesma razão 5 a equação. ^-^ = ^^^'^ ^^ — ^ raizes eguaes a +1, k — 2 

raizes eguaes a — 1 e duas raizes deseguaes comprehendidas entre + 1 e — 1. 

Continuando o mesmo raciociniO; conclue se emíim que a equação X/, = tem k raizes 
reaes e deseguaes^ comjprehendidas entre -\-l e — 1 (Legendre) 

IVo Pondo {x'—lf = z, temos 

k log (x^ — 1) = log z^ 
e, derivando^, 

(íc2_-l) d — 2kxz = Q. 

Derivando k-^1 vezes esta equação^ vem 

(x^—l) 2(/^+2) + 2 (Ã: + 1) xz^^'+^) + k {k + 1) z^^') — 2k [xz^^'+^) + {k + 1) z^^)] = O, 

ou, pondo z'^^^^ == 2^^ k l X]^ e fazendo as reducções, 

(-x^-l)X'j: + 2xXk-k(k + l)Xj,^0. 

Os ])olynomios de Legendre são j)ois soluções de uma equação differencial linear de segunda 
ordem (Legendre). 

V. Da relação entre três polynomios de Legendre consecutivos (II) vamos tirar o limite 

X/ 
para que tende a razão _" ^ = A^ , quando k augmenta indefinidamente, suppondo |cc|">l. 
X/í-|_i 
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Dividindo primeiramente esta relação por h X/^,^!, vem 

Consideremos em seguida a relação 

que determina uma serie de funcções B^, Bi, ets,, dada uma d'ellas Bq, que supporemos ser 
egual a Aq. 

Chamando Zi e z^ as raízes da equação 

l~2xz + z'^ = 

e notando que é Zi-\-z^ = 2x^ Z{Z^ = 1^ podemos escrever a equação precedente debaixo da 
forma 

B/, Bfc_i — {zi + z^) Bfc + ^1 2:2 =- O j 

ou 

Bu — Zi _ Zj Bk-i —zj 

B;^ — Z^ Z% Ba:_i — 2^2 

Mudando n'esta equação successivamente h em Z;;— 1, 1^ — 2^ k — 3j . , ., 2, 1, vem uma 
serie de equações, das quaes se deduz 



B„- 


-zi 


/zA'^ B,-Zi 


í^r 


^/'Aq—zi 


B,- 


-22 


V Z2 / Bq — 22 


\z,. 


' Aq— 22 



Esta egualdade mostra que B/^ tende para o limite Zi^ quando k augmenta indefinida- 
mente, se é I ^2 I > I ^1 1 ; e que tende para o limite 22, se é | 2:2 | < | 21 1. 

Por outra parte, se na equação de que se partiu substituirmos as quantidades A/^ e A/í_i 

por B/í e B/í_i5 obtem-se o resultado -y- (1 — ícB/^), que tende para O quando k tende para cc; 

e vê-se portanto que A/^ e B/^ tendem para um mesmo limite, quando k tende para co. 

Logo a razão Ájc de dois ^olynomios de Legendre consecutivos tenderá para aquella das 
quantidades x + Vx"^ — 1 e x — v íc^ — 1 que tiver menor valor absoluto^ quando k augmenta 
indefinidamente. 
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II 

BcseiiTolYimeiíto em serie de algiimiis fuiicçoes transcendentes 

IMo Exponencial. — Principiemos pela exponencial z/ = e^, que dá ?/N = e^\ e portanto' 

t/Q — ^' 

Applicando a fórmula de MaclaurÍD, com a expressão do resto de Lagrange, vem 

-7^2 rviU — i ry.n „ 

e- = l +x + ~^. . . + ^ +R„, R„= * e»^- 
21 [n—l)l ■ nl 

Siippondo X comprehendido entre os dois inteiros m e 772 + 1, o resto R,^ é o producto dos 
três factores 

^*W rp rvi rfè ^. 

««^ tfij tA/ tAj II ry* 

m\^ m-\-l m-\- 2' ' ' n^ ' 

X 

dos quaes o primeiro e o terceiro sao finitos, e o segundo, por ser menor do que — -, tende 

para zero, quando n tende para o infinito. Logo R^^ tende também para O, e temos o desen- 
volvimento em serie 5 descoberto por Newton, 

(1) e-=l+íC + |^+... + ^ + ..., 

que tem logar qualquer que seja o valor de x, 

I. Se X for positivo e menor do que ^z + 1, temos 

e portanto, sommando a progressão que entra no segundo membro, 

^ ^ {n + l)x^^ 
nl (n -f 1 — cc) 

Se X for negativo e inferior^ em valor absoluto, a n+í^ temos (n.^ 22-VII) 

\^n\< T~' 



1- 


X 


1 ^' 1 1 


71+1 


' («+1)2' •••] 
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Por meio d'estas fórmulas calcala-se um limite superior do erro que se commette, quando 
se toma para valor de e^ a somma dos n primeiros termos do seu desenvolvimento. 

II. Pondo na fórmula (1) x = 0^ vem 

Por esta serie calcula-se o valor de e mais rapidamente do que pelo processo indicado no 
n.« 30. 

Este numero e é irracional. Com effeito, se e fosse egual a uma fracção — , teríamos 

wi. 11 

n 2 1 n\ 



e portanto 



n 2! n\ (w + 1) ! ^(w + 2)! ^ 



<^ 






ou 



ou 



n 2 ! n\ n\n 



(^_ 1) ! ^,i_ 2 (ti!)— ... — !<— ; 

e portanto o numero inteiro positivo, que o primeiro membro d'esta egualdade representa^ 
seria menor do que uma fracção, o que é absurdo. 

Lambert demonstrou que todas as potencias inteiras de e são irracionaes, e modernamente 
Hermite demonstrou que este numero é transcendente, isto é, que não pôde ser raiz de uma 
equação algébrica com coefficientes racionaes (^). 

120* Logarithmo de (l+íc), — Consideremos agora a funcção y = \og{\-\-y). 



(1) Comptes rendus de VAcadémie des Sciences de Paris, tom. lxxvii. Veja-se também no tom. cxvi uma 
demonstração muito elementar da mesma proposição, devida a HiiriDitz. 



GG 
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Por ser 
a fórmula de Maclaurin dá, empregando a expressão do resto de Cauchjj 

1) Se íc estiver compreliendido entre +1 e — 1, a fracção — é finita, a fracção 

{ 1 é menor do que a unidade e íc^ tende para zero, quando n tende para o infinito. 

Logo K^ tem por limite zero, quando n augmenta indefinidamente, e a funcção proposta pode 
ser desenvolvida em serie pela seguinte fórmula, publicada, em 1668 por Mercator na sua 
Logarithmotechnica : 

\og{l+x)^x- — + -^ _. + ___ q:._ 

E fácil ver, empregando a expressão do resto de Lagrange, que esta fórmula ainda 
subsiste quando ^ = 1. 

2) Se o valor absoluto de x for superior á unidade, esta serie é divergente (n.® 22-III), 

visto que a razão dos dois termos consecutivos — -— e tende para o limite x, quando a 

^ a+1 a ^ 

tende para oo. Também é divergente quando íc = — 1. 

I. Da fórmula precedente deduz-se outra, adoptada ao calculo dos logarithmos dos nú- 
meros inteiros. Ponhamos para isso 



p-q 



o que dá 



e portanto 



JQ + q 

p l-\-x 

= — 5 

<y 1 —X 



logp — log q = log (1 + a?) — log (1 — x) 

^l . x^ . x^ , x^ \ 

Lp + q o\p^qJ n\p + q/ J 



onde n é impar. 
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Esta serie é tanto mais convergente quando menor for p — q e maior for p-{-q^ e serve 
para calcular logpj quando logq ó conhecido. Pondo q=lj dá immediatamente logp. 

O erro que se commette parando no termo de grau n — 2 d'esta serie é inferior á somma 
da progressão 

2 (p—qY 



isto é, ao numero 



n \p + ^> 



Kp-^-q/ 






(p-qY 






27ipq{p + qy'- 


-2 





121. Funcçoes circulares. — I. Consideremos a funcção y = senx. Temos, applicando 
a fórmula de Maclaurin, 



X' 



ó 'Y''-^ /Vi')?' — 1 



QQÚ QQÍl — 1 g^n / ^ 

SQXiX-=X~-^-^ + -—-— . . . + - TVT" + ~T®^^ ^^ + ^^-0" 

o! o! [n~l)\ 111 \ -2 



e portanto, visto que seii(dx-{-n — \ é finito e — - tende para zero, quando n augmenta in- 
definidamente, 



/vjO /yiÂG,-j~'l. 

qualquer que seja x, 

II. Do mesmo modo se acha o desenvolvimento em serie de coso?." 

, tÁy' t/U I tA/ 

eos «,= !__ + _-.. .±^^+... 

As funcçoes sencíj e coscc appareceram pela primeira vez na Trigonometria, e ahi foram 
obtidas geometricamente as suas propriedades. Definindo estas funcçoes pelas series prece- 
dentes, descobertas por Newton, pode constituir-se analyticamente toda a sua theoria (*). 

IIL Applicando íinahnente a fórmula de Maclaurin á funcção ?/=arc tangcc^ vem (n.^ 106), 

TC li 

considerando o valor de y comprehendido entre — ^ e -^, 

are tang x = x ~ ^r ~^ . • • i r + ^n? 

o ' 5 n — 1 

R^^= (— 1>— 1 -^^ sen^^ cp sen im. 
n 



(1) Tanneiy: Introduction à la tliéorie cies fonctions^ 1886, pag. 153. — Godefroy: Théorie élémentaire ães 
séries^ 1903, pag. 149. 
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onde o ó dado pela egualdade ôíc^cotç. Logo, quando |íc| é egual ou inferior á unidade, 
R„ tende para zero, quando n tende para o infinito, e temos o desenvolvimento, descoberto 
por J. Gregory, 

are tan^ x=^x — ^ — h — , . . ± — ■ _] . 

ò b a ' 

Se é I a? I > 1 a serie precedente é divergente. 

E um corollario da fórmula precedente a seguinte expressão de tt: 

T. __ 1.1 1,1 



4 3 ' 5 7 ' 9 



III 
Interpolação 

122. O fim da interpolação é procurar uma funcção/(í:c) que, quando a x se dão os 
valores a?i, x<^^ a?3, „ . ., x^,^ tome valores yi, yg, ...,?/;, dados. 

Este problema é indeterminado, quando se não dá a forma da funcção. Aqui supporemos 
que se quer que a funcção /(íc) seja inteira e do grau /b — 1, e n'este caso satisfaz evidente- 
mente ao problema a funcção dada pela fórmula seguinte, devida a Lagrange : 

... (x — xí){x — xz),,,{x—x;;) 

.tiX)= -^ :— r Vi 

[Xi — X^2) {Xl — Xs), , , [Xl — X^y 
(CC — Xi) (x — X^) . c .(x — Xj,) 



+...« 

, (X — Xi) (X — X<2), . Jx — Xj^_^i) 

- . ^ 1 1 2 ^ /, 

{Xk — Xi) {X}, — X2)..o {Xk—Xi,^i) 

Emprega-se também muitas vezes, para resolver o mesmo problema, o methodo seguinte, 
devido a Newton. 
Ponha-se 

f(x) =., A + B (cc — Xi) -\-G (x — Xi) (x — ccâ) + » . . 

+ M (cc — x\) (x — íCâ) . . . (íc — Xk—i) 

e determinem-se os coefficientes A, B, C, . . . , M de modo que y tome os valores ?/i, 3/2, . . ., 
t/f^^ quando x toma os valores X{, x^^ . . ., íc/.. 
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Temos primeiramente, pondo x = Xi, A--=?/i. Pondo depois x = X2^ vem a egualdade 

y^2 = ?/i + B {x2 — Xi)^ 
que determina B. A egualdade 

^3 =3/1 -f B (X^—Xi) -|- C (Xs—Xi) (x^—x^) 

determina depois C. Continuando do mesmo modo, determinam-se todos os coefficientes da 
fórmula anterior. 

As expressões analyticas d'estes coefficientes em funcção de xi^ x^i^ etc. e de ?/i, 3/2 j etc, 
foram dadas por Ampere em um trabalho publicado no tomo xvi dos Annales de Gergonne. 

I. Para o caso particular em que temos 

í^2 — .. X\ =X3 — ÍC2 = . . . =^Xic — Xiç^i = h 

deu Newton uma fórmula notável, que vamos demonstrar. 

Kepresentemos, como no n.'^ Ill, por A/(íc) o augmento que recebe f(x)^ por ts?f{x) 
o augmento que recebe A/(íc)j etc, quando x recebe o augmento h; temos 

f (xi + h) =fixi) + 2A/(íci) + A ^(ícO, 

f(x, + 3Ji) =f{xi) + Mf(xi) + 3A2/(a,.i) + à^f(xi), 



Obtem-se d'este modo, por inducção, a fórmula geral 

f{xi + nh) =/>,) +nKf(x,) + ^^"^ ^'f{xi) 

que se demonstra por um methodo análogo ao que foi empregado no n.^ 105-11 em uma 
questão semelhante. 

Pondo agora n'esta relação Xi-{-nh = Xj vem a fórmula de Newton 

f(x) =/(^0+— "í^^- A/(«^i) + i^^|i^^) AV(a.i) 
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que pretendíamos obter. Foi d'esta fórmula que Taylor partiu para achar a serie conhecida 
pelo seu nome. 

II. A doutrina precedente applica-se ao calculo approximado dos valores que tem uma 
funcçãoF (x), em um ponto qualquer x^ quando se conhecem os valores 3/1, 3/2, . . -j yicj que esta 
funcção tem nos pontos Xi^ cc2, . . .; x^. 

Com effeito, a diíFerença F {x)-~f{x) devendo ser nulla nos pontos Xi^ x^^ , . ., Xf^^ temos 

F (x) — f(x) = K(x— Xi) (x — x^), . . (x — xic). 
Consideremos agora a funcçao 

cp (z) == F (z) ~-f{z) - K {z-Xi).,. {z — xj;), 

a qual se annulla nos pontos x^^ íC2, ... 5 Xkj, x^ e supponhamos que as funcções/(2;), f (z)^ . . . j 
/(^^) {z) sao finitas no intervallo comprehendido entre o maior M e o menor m d'estes números. 
A derivada ^' (z) deve annullar-se em k pontos, coraprehendidos entre m e M^ a derivada d^ (z) 
em k — 1 pontos, comprehendidos entre os precedentes, etc. Vê-se finalmente que cp('0 (2) se 
deve annuliar em um ponto X^ comprehendido entre m e M. Notando agora que /(^'^ (;<;) = O, 
por ser egual a k — l o grau àe fiz), podemos escrever 

cp(^0(X)=:F(^^)(X)-/i;!K^O, 
e por anto 

F {x) =f(x) + -^ F(^^) (X) (x - íci) (íc - ÍC2) . . . {x—xj:}, 

Vê-se pois que o polynomio /(íc), precedentemente determinado, tende para F (íc), quando 
k tende para cx), no caso de a expressão 

E/, = -^ F(^^) (X) {x - Xi) (x-x^) , .{x- xj^) , 

que se chama i^esto^ tender para 0. 

O methodo para o calculo approximado das quantidades que vem de ser considerado, foi 
dado por Newton no seu Methodus differentiaUs^ publicado em 1711, e applicado por este 
grande geometra ao calculo das áreas planas. A expressão do resto que vem de ver-se foi 
dada por Ampere no trabalho precedentemente mencionado. Mais tarde será dada outra^ 
devida a Hermite. 

Quando a escolha dos números íci, x<^2) ..-? ^'k^ que entram na questão considerada, se 

poder fazer de um modo arbitrário, convém dar-lh^s os valores /zcos -^-, /^ cos -yr-, . . ., 
JiQOQ- ^ — —[h e — h representando os valores entre os quaes varia cc), para obter os resul- 
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tados mais rapidamente convergentes. Pôde ver-se a demonstração doesta proposição, devida 
a Tchebicheff, no Calcul différentiel de Bertrand, e podem ver-se outras vantagens do emprego 
d'estes números na nossa memoria sobre a convergência da fórmula de interpolação de 
Lagrange, publicada no tomo cxxví do Jornal de Crelle {}). 

123. Consideremos agora o caso mais geral de serem dados os valores que tomam a 
funcção f{x) e suas derivadas, quando á variável x se dão valores particulares. 

Sejam íco x<^^ . . . , xu os valores dados a íc^ e sejam os valores correspondentes da funcção 
e suas derivadas os seguintes : 



Vh Vh ' 


(C/.-1 

-., yl 


Vv Ub ' . 


•5 yi 


yk, y'iu . . 


(k-i) 



Ponhamos (^) 
e (n.« 42-1) 



fi (x) = (X — Xif^- ... (o? — Xif . . . (X' — Cl?/f)^' 



/i(í^) i=iLx—Xi (x—Xi)^ "' (x—Xi)Ú^ 



onde Mj, M2, . . . , Mb são os coefficientes de h'^ ^. h^ ^. . , . , h^ no quociente /, ^ — -— . 

fí(xi + h) 

Por outra parte, representando por Ai, A2, ..., Accj ...;Bi, B2, ..., Bq; ... os 

numeradores das fracções simples em que se decompõe a fracção -^ — r, temos 

/i (x) 

f(x) _Aif(xl ^ Á,f{x) ^ _^_ ^ Agfjx) 
fi{x) X — XI (x — xi)^ '*' {x — xiy- 

+ 

^ B,f(x) _^ B,f(x) ^^^^^ B^fjx) 

X Xi (X Xi) (^QQ QQ^ P 

+ 

, P^ f{x) , P2/(a;) , , P^/H 

X Xk [X X]ç) (^ÇQ r)Qj\l^ 



(1) Obras sobre Mathematica^ t. i, 

(2) A analyse que segue é tirada do nosso artigo Sur une formule dHnterpolation^ publicado nas Memorias 
da Sociedade Real das Sciencias de Lfege (2.^ serie, tom. x). 
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Pondo x = Xi-{-'hj multiplicando por aP e ordenando segundo as potencias de h, vem 






+B2 [ A^-Víí^i) + ^''^f (^0 + Y ^V" («'O + • • • J 



+ .. 
+ B 



/(«.,) + Ã/'(«^í)+-+^ljT^^ V^^ '^^«0+. 



onde o termo Wi^ contem as potencias de h, eguaes e superioresa [5, que resultam dos termos 

Al h^ fjxj + h ) ^ A^h?f(xi±h) ^^^ 
Xi — íci + h {xi — Xi-^Jif 

da funcção considerada em que não entram Bi, Bâ; , Bp. 

Temos pois 



e portanto 



Mp = Bp/(a,0; 



f{x)^f,{x)y. 



Bi , B2 



B 



+ 
+ 



X — Xi [X Xij 
B-2 , B3 



::v. + --- + 



P 



{X—Xif_ 



Br 



1 Bp 



-... + - 



( vU tJL') 



ò^-' 



Vi 



(P — 1)! x — Xi 



yr 



Esta fórmula dá uma funcção inteira do grau aH-p+. . .4-X— 1, que resolve a questão 



Hosted by 



Google 



257 



proposta. Vê-se que, para a applicar, é necessário decompor em fracções simples a fracção 
1 

A questão de que vimos de nos oceupar foi considerada por Hermite no tomo LXXXiv do 
Jornal de Crellej onde deu as condições para que uma funcçao dada possa ser representada 
por fipo) com um grau de approximação tanto maior, quanto maior forem os valores de k^ íx^ 
p, etc. Estas condições serão consideradas em outro logar d'esta obra. 



IV 

DeseiiYolTimeiito em serie das íYoieçoes implicitas 

124», A fórmula de Maclaurin applica-se tanto ás funcções explicitas como ás funcções 
implicitaso Aqui vamos fazer applicação d'eila á funcçao implícita y definida pelas equações 

y =fi^^)^ U = t + í^cpi (u) + 03^ (p2 (u) +. , ,-{-X^<f}, (it), 

que vamos desenvolver em serie ordenada segundo as potencias de x. 
Derivando a segunda equação relativamente a, x e a. t^ vem 

-^=<?i (^0 + ^^ ?2 (w) + . . . + ^^oc^'~'^ ^k (u) + [oo cpi (u) + x^ cp2 (^0+ • • • + ^^ik (?0] -j^ > 
du . , p ' / ^ , , y , , .-, du 

e portanto 

dlb du r . s . r^ / s , -, , . 



ou 



pondo 



Mas 



du du 

dx dt 



h = cpi (^0 + 2íc cpá (\t) -f . . .4- /ícc^^-i cp/. {u). 



dy dy du dy dy du 
dx du dx' dt du dt ' 



HH 
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dx dt 



Derivando esta equação relativamente a a? e a í e chamando 02 a derivada de d{ relativa- 
mente a x^ considerando u como constante, vem 



dhj ^ d^y ^^ ^ dy 
dx^ dx dt dt 



ddi du 
du dt 



d^y d^^y . ãy ddi du 
dxdt dt'^ dt du dt ' 



e portanto 



d^^y d^^y ^y V n i o^^ ^^i ^^ 



d,x^ dt'^ 



dt 



Uz 



■26i- 



du dt 



ou 



d'^y 



'^p' 



dx^ 



di 



dy^ 
dt 



Derivando esta equação relativamente a x^ obtem-se do mesmo modo 



.., ■^(t».),3 ''(^;-»v ,..,^^ 



dx^ 



dt^ 



dt 



dt 



e assim successivamente. 
Em geral, podemos pôr 



d^^y _ v^^^ \dt '^ ^ 



k 



sendo A, ij a, p, etc. números inteiros que vamos determinar. 

Para isso, appliquemos a fórmula precedente á funcção definida pelas equações 



o que dá 



y^f{u)^ u^t'rX-\-x'^ + .. .- 



e, = l + 2. + ... + ..- = ^,e. = £, 



■x^ 



dhi 
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e teremos 



d''y dhj /duy^fdhi\? 



dx^ dV' \ dx J \ dx^ 






Por outra parte, temos (n.*' 105-IV) 

dH 



■ = S- 



nl 



dhj (diiy. ídhiy 



d^'"' a ! p ! . . . X ! (2 ! )f^ . . . (/b ! )^ ^^^^ \dx/ \dx^/ 

onde H se refere ás soluções inteiras e positivas da equação 

a + 2B + ... + Ã:}c = •7^ 



e onde 



^^a+B + . .. + >.. 



Comparando as duas fórmulas precedentes, obtem-se o valor de A e os de a, p, 
Vem pois 



dH 



*■-* 



-=y. 



dx^^' "aipi...X!(21)P,..(A;!)^ 



. dt ^ ^ ^'J 



Pondo agora x = nas fórmulas 



vem 



6i = cpi (?*) + 2x(f^(x)+. , . + kx^'-^ (fk (^0? 

02 = 2cp2 (li) + 2,3x(fs {u) + ... + k{k—l) é'-^ cp/, (ii), 

d = k\ ^k(u)i 

di = çpi (^í), 02 = 2 ! cf2 (^0? • • • ? Ok = kl(fic (u)^ 



e portanto 



onde 



, ! d} 



d^ 

dx^^Jo ^a!i3!...X! 



-' íf (•^)(cpi(0)^(cp2(.0)^..(cp/.(0)^] 



dt^-^ 



•a + 2^+,.. + kl = n,- {=a + ^+:;., + l. 
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Applicando á funcção proposta a fórmula de Maclaurin, vem pois o desenvolvimento 
pedido: 

y =/ (í) +^L -j- L ^,pj___^; ^^p::^ ~~ + K. 

D'esta fórmula, que publicámos no nosso artigo 8ur le développement ães fonctions impli- 
cites {Journal de Mathématiques de LiouviUe^ 3.^ serie, tom. vii), tira-se, pondo Aí=1, a fór- 
mula notável 

devida a Lagrange (^), que dá o desenvolvimento em serie da funcção y definida pelas equa- 
ções 

y=f{^)^ u = t+x(fi(u). 

As condições de convergência das series precedentes, que se não podem tirar da conside- 
ração do resto, por ser muito complicado, serão dadas n'outra parte d'este Curso. 

V 
Máximos e ininimos (^) 

125. Diz-se que a funcção y--=f{^) é máxima ou tem um valor máximo no ponto íc = ící, 
quando o valor /(íci) da funcção é maior do que os valores que ella tem nos pontos visinhos 
de Xi ; isto é, quando existe um numero h^ tal que a desegualdade 

f{xi+h)-f{x,)<0 

seja satisfeita por todos os valores de h comprehendidos entre Ai e — h{. 

Do mesmo modo, diz-se que a funcção é mínima ou tem um valor mínimo no ponto x = x\y 
se existe um numero Ai, tal que a desegualdade 

seja satisfeita por todos os valores de h comprehendidos entre Ai e — M, 



(1) Oeuvres^ tom. iii, pag. 25. 

(2) Foi Fermat o primeiro inventor de um methodo geral para determinar os valores máximos e minimos 
das funcções. Newton e Leibnitz applicaram a esta questão o methodo difíerencial. 
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Se a funcção dada tem uma derivada finita no ponto ccj, a funcçao cresce com x na visi- 
nhança d'este ponto, se o numero f (xi) é positivo, e decresce, se este numero é negativo 
(n.^ 63). Logo, para que no ponto Xi a funcção tenha um valor máximo ou minimo, deve ser 

Supponliamos pois que é /' (íci) = O e que a funcção /(cc) tem no ponto Xi uma derivada 
de segunda ordem finita e differente de zero. Temos (n.°^ 5õ e 63) 

f^r^, + h) -f(Xi) = hf ix, + m) = dh^ [f (Xi) + £l], 

onde £i representa uma quantidade infinitamente pequena com h e 6 uma quantidade positiva 
menor do que a unidade. Mas, attendendo a que £i tende para O com h^, vê-se que existe um 
numero positivo /zi, tal que a desegualdade | si | <|/'^ (cci) | é satisfeita pelos valores de h 
comprehendidos entre hi e --/zi, e portanto que f (xi) -{- ei tem o signal ãe f^ (xi) no inter- 
vallo considerado. Logo a desegualdade 

f(xi{-h)~f(xi)>0, 

é satisfeita pelos valores de h comprehendidos entre — hi e /zi, se o numero/^' (íci) é positivo, 
ou a desegualdade 

f(xi +h)-f (xi)<0, 

se o numero f^' (xi) ó negativo; e portanto sl x = cOi corresponde um valor minimo de y^ 
quando /''' (xi) é positivo, um valor máximo, quando /''^(ícj) é negativo. 

Se for f'^ (xi) = O e se a funcção f(x) tiver uma derivada de terceira ordem finita e diffe- 
rente de zero no ponto X[j, temos a egualdade 

/(*! + h) -f(Xi) = i- h^fiXi + dh) = -i M3 ^fl> (^,) + £,]^ 

onde £2 representa uma quantidade infinitamente pequena com h; e esta egualdade, attendendo 
a que existe um numero /^i, tal que a desegualdade | £2 | <\f'^^(xi)\ é satisfeita pelos valores 
de h comprehendidos entre —hi e /zi, mostra que o signal da difí*erença f(xi-\-h) — f{Xi) 
muda com o signal de h^ quando h varia desde —hi até hi. Logo no ponto Xi a funcção f(x) 
não pôde ter valor máximo nem minimo. 

Continuando do mesmo modo, obtem-se a regra seguinte, para achar os valores de x que 
tornam a funcção y máxima ou minima: 

JResolva-se a equação f (x) == O é substitua -se cada um dos valores obtidos 'para x nas deri- 
vadas seguintes f^' (íc), f''' (íc), . . , , até encontrar uma /í^' (x) que não se annuUe, Se esta dey-i- 
vada for de ordem impar ^ ao valor de x considerado não corresponde nem máximo nem minimo; 
se for de ordem par ^ ao valor de x considerado corresponde um máximo^ se este valor tornar 
a derivada f^'^) (x) negativa^ corresponde um minimo j, se a tornar positiva. 
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Substituindo depois estes valores de x na funcção proposta^ ohtêem-se os valores máximos e 
mÍ7iimos procurados. 

Exemplos: 1.^ Para achar os valores de x qae tornara máxima ou minima a funcção 

y = 2x^ — 9x^+12x-4, 
temos de resolver a equação 

y' = 6x^-18x+12 = 0, 

que dá x^l e x=2j 

Substituindo o valor íc = 1 na derivada 

/ = 12a?-^ 18, 

vem um resultado negativo ; portanto a x= 1 corresponde um máximo ?/ = 1 da funcção con- 
siderada. 

Substituindo o valor í:c =^ 2 na mesma derivada, vem um resultado positivo ; portanto a 
x==2 corresponde um mínimo y = 0. 

2.° Achar o rectângulo de perimetro dado que tem maior área, e o rectângulo da área 
dada que tem menor perimetro. 

Sejam x e y o comprimento dos lados do rectângulo e 2Z o perimetro. Temos, represen- 
tando por S a sua área, 

y = l — x^ S = x(l — x)^ 

e portanto 

S'=l-2x, S" = -2. 

Pondo S' = O, vem íc = — Z e portanto y = -^l» Logo ^o quadrado é o maior dos rectân- 
gulos considerados. 

Seja agora xy = a^y a representando uma quantidade dada. Temos 

l:=^x^y =^x-\- a^x~^ 
e portanto 

l! = \-a^x-^, V'^2a^-x~K 

Pondo agora V = e considerando somente a solução positiva d'esta equação, que é a 
única que satisfaz ao problema enunciado, vem x = a^ e portanto y=a. Logo o quadrado é 
o menor dos rectângulos que têem uma, área de valor dado. 
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3.° No caso da funcção j/ = cos — , temos de resolver a equação 
que dá^ considerando só os valores positivos de Xy_ x = - — , onde ^=^ 1, 2, 3, . . ., oo. 



A derivada seganda 



2 111 

y' = w- sen ,- cos — 



dá y" = — k^ tJ^ COS k% ] logo a x^ — , íc = — ~, etc. correspondem alternadamente o mínimo 
— 1 e o máximo + 1 . 

Temos aqui o primeiro exemplo de uma fnncçao que, quando x se approxima indefinida- 
mente de zerOj oscilla entre -{- 1 e — 1 5 de modo que, entre zero e um outro valor qualquer 
dado a x^ tem um numero infinito de máximos e mínimos. No ponto x=0 Si funcção é inde- 
terminada. 

126. Pela regra precedente aoham-se os pontos em que a funcção f(x) é máxima ou 
mínima e admitte uma derivada finita. Para achar pois todos os pontos em que/(cc) ó máxima 
ou mínima; é necessário considerar ainda os pontos em que esta funcção não admitte deri- 
vada, e os pontos em que a derivada é infinita. 

Seja Xi um doestes pontos. Para ver se n'elle a funcção é máxima ou minimaj basta ver 
se/^(íCi + A) muda ou não de signal com /z/ quando h varia desde — ^i até hi. Com effeito, 
Bef'(xi-\~h) muda de signal com h e passa de negativa para positiva, a funcção /(cc) passa 
de (n.^ 63) decrescente para crescente, e portanto no ponto xi é mínima, Sq f (xí-{-h) 
muda de signal com h e passa de positiva para negativa, a funcção /(íc) é máxima no ponto 
Xi. Se f {xi-\-Ji) não muda de signal com /z^ a funcção f(x) não é máxima nem mínima 
no ponto Xi. 

Applíca-se este mesmo methodo quando se procuram os máximos e mínimos correspon- 
dentes aos pontos que satisfazem á equação /^ (íc) = O, se a funcção f(x) não admitte no 
ponto Xi algumas das derivadas a que é necessário recorrer no methodo exposto nó numero 
anterior^ ou se alguma d'estas derivadas ó infinita n'este ponto, ou ainda se o methodo ante- 
rior leva a cálculos complicados. 

Assim, por exemplo, a ínncção 



dá 

2 • _A 



3 
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A derivada tf torna-se pois infinita quando q x = a^ e pode portanto a funcção ser a- 
xima ou minima no ponto a. ^ 

Pondo cc = a + /i em /^ (x) vem o resultado -—h~~^^ e portanto /' (a + /^) passa no ponto 

o 

a de negativa para positiva. A íc =- a Corresponde pois um valor minimo h da funcçào dada. 

ISI". Se a funcção cujos máximos e minimos queremos achar, for a funcção implícita y^ 
definida pela equação F (cc^ y) = ^-) determinaremos, pela eliminação de a? e ?/ entre as equa- 
ções 

aF 
F(^,y)=o,y=-gp=o, 

6?/ 

os valores de x que tornam y máxima ou minima e os valores de y correspondentes. Substi- 
tuindo depois estes valores nas derivadas y" ^ y"^ etc, vô-se, pela ordem da primeira deri- 
vada que não se annuUa e pelo signal do resultado, quaes d'estes valores de y são máximos 
ou minimos. 

Procuremos, por exemplo, as ordenadas máxima e minima da hyperbole cuja equação é 

Eliminando x ^ y entre a equação precedente e a equação 



4x + %_ 
ou 

vem íc = + 3 ^ 3/ = ip 4. 

Derivando y' e pondo no resultado £c==:3 e ?/ = — 4, vem para y'^ um valor negativo, 
logo á abscissa íc = 3 corresponde uma ordenada máxima ?/== — 4, ou uma ordenada negativa, 
cujo valor absoluto é minimo e egual a 4. Os valores x = — 'ò^y^4: dão a y" um valor posi- 
tivo ; logo á abscissa x = — 3 corresponde uma ordenada minima 3/ = 4. 

128. Funcções de duas variáveis independentes, — Diz-se que a funcção de duas variáveis 
z=f(x^ y) é máxima no ponto {x[j ?/i), se o valor f[x\^ y\) da funcção é maior do que 
os valores que ella toma nos pontos visinhos de (íci, ?/i); isto ó, se existe um numero 
positivo ^, tal que a desegualdade /(íci +^;» 3/i + ^)</l^i? ^0 seja satisfeita por todos os 
valores de ^ e Zs comprehendidos entre — ^ e +^- 

Do mesmo modo, diz-se que a funcção é minima no ponto (xi^ ?/i), Fe existe um numero ^, 
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tal que a desegualdade / (íci + ^^ 2/i + y^) >/(cci, y\) seja satisfeita por todos os valores de h 
e k comprehendidos entre — ^ e +^. 

Todos os pontos (x^ y) visinhos de (íci, yC) estão situados sobre as rectas representadas 
pela equação y — y]^ = a(x — Xi) ou sobre a recta representada pela equação .x = x\. Para 
que a funcçao z seja pois máxima no ponto (íci, 3/1), é necessário e sufficiente que a funcção 
de uma variável 

(1 ) f[x, 3/1 + a (a? — í^i)] = cp {x) 

seja máxima no ponto x = Xi^ qualquer que seja o valor de a^ e que a funcção /(íTi, y) seja 
também máxima no ponto y = y[ ; e, para que z seja minima no referido ponto, é necessário 
e sufficiente que as funcções precedente s sejam minimas no ponto x = Xi e y = yij qualquer 
que seja o valor de a. _ . 

1 osto istO;, supponhamos que -y- e -y— sao tuncçoes contmuas de cc e ?/, e procuremos os 

valores d'estas variáveis que tornam z máxima ou minima. 

Notemos, para isso, que é condição necessária para que a funcção (1) seja máxima ou 
minima no ponto x = Xi^ quando a a se dá um valor particular qualquer, que a equação 

seja satisfeita pelos valores x = Xi e y^y^. Para que a funcção (1) seja pois máxima ou 
minima, qualquer que seja o valor dado a a, devem Xi e 3/1 satisfazer ás equações 

Estas equações determinam pois os valores de a? e 3/ que podem dar a % um valor máximo 
ou minimo. 

Derivando cp' (x) relativamente a x^ attendendo á segunda das equações precedentes e 

representando por r, Sj, t os valores que tomam as derivadas -tt-^ , -t^ — ^— , -tt-^ no ponto 

(s • . . OX CX OZ/ Cu 

í^i, 3/1)5 vem o trmomio 

que, para aos valores cci e 3/1 de íc e 3/ poder corresponder um valor máximo ou minimo de z^ 
deve ser nullo ou ter sempre o mesmo signal, qualquer que seja o valor de a. 

Sejam a^ e a-i as duas raizes da equação que resulta de egualar a zero o trinomio ante- 
rior, e portanto 

ç'^ {x) = t(a — «q) (a — «i). 

II 
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1.° Se as raízes a^^ e ai são reaes e deseguaeS; (o" (x) muda de signal quando a passa por 
Uq e por «1 ; logo a funcçâo z não pode ser n'este caso máxima nem minima no ponto consi- 
derado. Dá-se esta circuinstancia quando é rt — f;^<^0. 

2.^ Se as raizes cIq e ai são imaginarias e eguaes ap + ^'^/ temos 

e vê-se portanto que cp" (íc) tem s^-mpre o signal de t, qualquer seja a^ e que a fimcção (1) é 
pois máxima no ponto x = Xij quando t é negativo, e minima, quando t é positivo. A funceão 
/(cci, y) é também máxima no ponto 3/ = ^i, quando t é negativo., e minima, quando t é posi- 
tivo. Logo a funcção z é máxima no ponto (íci, Vi) no primeiro caso e minima no segundo. 
Dá-se esta circuaistancia quando é rt — s^ > 0. 

3.° Se as duas raizes a^ e «i for^m eguaes, isto ó, se for rt — s'^ = 0^ temos 

'^" (x) = t(a—aQY\ 

e vê-se portanto que cp^^ (x) é nulla quando a = a^ e tem o signal de t no caso contrario. Re- 
correndo n'este caso ás derivadas seguintes de z^ ponha-se x-=^Xi^ y == y^ e a = a^ nas expres- 
sões de '^"' (po)^ íp'"'^ (í/c)^ etc, até encontrar uma que não seja nulla. Se esta derivada for de 
ordem impar, a funcção z não ó máxima nem minima no ponto (íci, 3/1)5 se esta derivada for 
de ordem par e o seu signal for diíferente do signal de t^ também z não é máxima nem 
minima no ponto considerado ; finalmente se esta derivada for de ordem par e tiver o signal 
de t^ a funcção será máxima ou minima no ponto (.ti, y\)^ segundo este signal é — ou +. 

4.*^ Se for t = e r diíFerente de zero, o calculo anterior não ó applicavel, mas póde-se 
em todo elle trocar x por y e resolver assim a questão. 

5.^ Se for ao mesmo tempo t==0 e r = 0^ temos a egualdade (f" (x) = 2sa; o signal de 
(f'' (x) muda pois com o signal de a e a funcção z não é máxima nem minima no ponto {X{^ ?/i). 

6.^ Se for ?' = 0, s = e í^O, a derivada (f^^ (x) é nulla no ponto {xi^ 3/1), qualquer que 
seja a^ e é portanto necessário recorrer á derivada '^''' (x)^ que deve ser nulla, qualquer que 
seja a^ para que n'este ponto possa z ser máxima ou minima, e depois á derivada ^'''^ (x)^ 
que deve ser nulla ou ter sempre o mesmo signal, qualquer que seja a^ etc. 

Podemos resumir a parte principal d'esta discussão na regra seguinte: 

Para achar os valores máximos e mínimos de z, resolvam-se relativamente a x e a y as 

equações -^ — = O, -— = e suhstitua-se cada systema dos valores resultantes na exiDres^ao 

CX U ij 

"S^z a-z í c^z 



ôx'^ ^y^ \ dx cy 

Os systemas de valores que dão A>0 tornam z máximo^ se o valor correspondente de 

d'^z 
-^^ é negativo^ e minimo^ se este valor é positivo. 
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Os systemas ãe v(.dores que dão A<0 não tornam z máximo nem mínimo. 
Fava estudai' o que acontece nos pontos em que é A = 0^ é necessário recorrer ás derivadas- 
de z de ordem superior á segunda (*). 

Exemplo 1.° Achar a mais curta distancia entre um ponto (x^^ y^^ Zç^ e um plano 

^ = Aíí? + B?/ + C. 

Temos de achar os valores de íc e ?/ que tornam máxima ou mínima a funccao 

W-^{x- x,Y + {y- y,f + {z-z,)\ 

z sendo dada em funccao de cc e ^ pela equação do plano. 
As equações que determinam x q> y sao pois 

e^ como estas equações sao as de uma recta perpendicular ao plano, segue-se que o ponto 
do plano cuja distancia ao ponto dado é minima coincide com o pé da perpendicular abaixada 
do ponto dado sobre o planO; como já se sabia. 

Tirando doestas equações e da equação do plano os valores de íi?^ ?/ e ;s e substituindo-os 
na expressão de D, vem a fórmula 

(1 + A2-|-B2)'^ 

que dá o valor da minima distancia pedida. 

Podemos verificar que o precedente valor de D é um minimo. Com eífeito, pondo na ex- 
pressão 



dx^^ dy"^ \ dx dy 

a-D"2 a^D^ a^^D^ 

a^ T)2 

vem o resultado 4 (l+A^+B^), que é positivo, assim como —y-^ — 



(') A theoria dos máximos e mínimos das funcções de duas ou mais variáveis foi estudada por Lagrange 
em uma Memoria publicada em 1759 no tom. i da Miscellanea Taurinensis. 
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Exemplo 2,^ Para fazer uma segunda applicação do methodo anterior, procuremos a 
máxima e a minima distancia entre os pontos de duas curvas planas dadas, cujas equações 
são ¥(x, 3/) = 0,/(X, Y) = 0. 

A distancia D entre um ponto qualquer da primeira curva e um ponto qualquer da se- 
gunda é dada pela fórmula 

e portanto os valores de cc e X que podem tornar D^ máxima ou minima e os valores de y 
e Y correspondentes são dados pelas equações das curvas e pelas seguintes: 

X-£c+(Y-2/)Y' = 0, X-£« + (Y-2/)y = 0, 

as quaes mostram que as rectas que unem os pontos das duas curvas cuja distancia ó máxima 
ou minima, são normaes a estas curvas. 

Sejam (íci, 3/1), (Xi, Yi) dois pontos assim determinados. Para completar a resolução do 
problema proposto, deve-se ainda verificar se as coordenadas (íci, yi) e (Xj, Yi) satisfazem ou 
não a alguma das condições 

"ãx 2" ~d^ " Vã^òx/ > * 

Supponhamos que é satisfeita a primeira d'estas condições. A distancia D^ será então 
minima quando for 

nos pontos considerados, e máxima no caso de ter logar a desegualdade contraria. Repre- 
sentando por (a^ h) as coordenadas do centro de curvatura da curva F (X, Y) = O no ponto 
(X, Y), podemos escrever esta desegualdade do modo seguinte (n.'' 90-1): 

(1+Y'2)|£|>0, 

que mostra que a distancia D^ é minima quando ò não estiver compreliendido entre yi e 
Yd. A desegualdade contraria mostra que D^ é máxima quando b está comprehendido entre 
2/1 e Yi. 
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VI 
Iiideteriiiiiiaçoes 

129. Se a funcção f{x) é indeterminada quando x = a^ chama-se verdadeiro valor da 
funcção no ponto a o limite para que tende f{x)^ quando x tende para a. Vamos procurar 
este limite em alguns casos mais importantes (*). 

I. Se for 

fD{x) 



/H^ 



^{x) 



e as funcções ^ (x) e ^{x) se annullarem quando x^a^, a.funcção reduz-se a -^ e vamos 
achar o seu verdadeiro valor. Por ser (n.° 64) 

J ^« i- 'V - ^(^a + h) ~ c];' (a + di h)' 

quando as funcções cp (a?) e c}j {x) são continuas no ponto a e admittem derivadas de primeira 
ordem finitas nos pontos visinhos de a^ temos, n'este caso. 

Se for <p'(a)=0, (}»'(«) = O, temos do mesmo modo 

Em geral, se forem nullas as funcções cp (a), cp' (a), . . ., çp(^^"i) (a) e cj; (a), cj;^ (a), . . ., c|>(*^— ^) (a) 
te remos 

/•(«)_ lim IÍ!ÍÍ^A^ - lim -'^í^í^- 
•^W-[™^„.,^^^^^^^^-lim^,„,^^^ 

Por esta fórmula calcula-se o valor de /(a), quando se sabe achar o limite para que tende 
o seu segundo membro. 



(1) O calculo differencial foi applicado a esta questão por João Bernoulli em um artigo publicado em 
1704 nas Acta eruditorum^ onde considerou as fracções que se apresentam debaixo da forma j-- 
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Se as funccões cp"^^*) (x) e è(") (x) forem continuas no ponto a^ podemos ainda escrever 

çp(^^) (a) 



f{^) = 



(|;'«^ {a) 



No caso de ser a = ai^ podemos pôr x = — e depois fazer tender t para 0. Temos d'este 
modo 

i\ 1 ,/i 



lim , ' = hm — ^,-T- = hm -—-r = lim '-^^-' 



x=oo <|i («) í=0 , / 1 



♦d) -1^*'(4) '■"*'*^' 



e a regra anterior é ainda applicavel. 

Exemplo, á funcção 

cp (cc) coscc — 1 

y — 1 — T = ■ ^ 

cp (cc) e^ — 1 — sen x 
é indeterminadaj quando x=Oj assim como a funcçao 

cp^ (íc) — sen X 
(^' (x) e^ — cosíc 

A fracção 

Cp''' (CC) — COSÍC 

f^'^ (x) e^ -|- sen x 
é egual a — 1, quando é íe = 0; logo — 1 é o verdadeiro valor de y^ correspondente a x = 0.. 

Ho Seja agora / (a) == -y-y-^ :=:= -^ e procuremos o verdadeiro valor doesta fracção, isto ó^ 

O limite para que tende -t-t-v-j qnando x tende para a. 

^ ^ Cp (íc) -^ ■ 

Representando por Xq um numero tal que x esteja compreliendido entre 'Xq e a^ e siip- 
pondo que as funcçoes ^ (x) e c{; (x) admittem derivadas finitas no ponto Xq e nos pontos com- 
prehendidos entre Xq e a^ e que c})^ {x) é differente de zero n^^estes pontos, temos 






^^^-^-M'-m\ _ '' ^^° + ''^ i' - M 



ÍH^) — H^o)] 






onde h^=co — Xq. 
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Suppondo agora que a fracção -jAr— tende para um limite finito e determinado A, quando 

X tende para a. também a fracção ,,) ^ , ^-,{ tende para o mesmo limite, quando x^ tende 

f {ocq -r oh) ^ 

para a^ visto que Xq + Oh está comprehendido entre Xq e x e portanto entre x^ e a. Podemos 
pois dar a x^ um valor tão próximo de a que esta fracção defSra tão pouco quanto se queira 
de A. 

Depois de escolher doeste modo Xq^ por ser 

hm f\ "^ ^ 5 

x=a i ? V^o) 
(O (x) 

podemos dar a e um valor tão pequeno que, para os valores de x comprehendidos entre a — £ 
e a +£5 a fracção que entra no primeiro membro d'esta egualdade deffira da unidade tão 
pouco quanto se queira. 

Podemos pois dar a Xq um valor tão próximo de a e a £ um valor tão pequeno que, para 

todos os valores de x comprehendidos entre a — £ e a-[-£, a fracção ^ difíira tão pouco 
quanto se queira de A; e temos portanto (^) 

f{a) = hm -f-)-^ = hm j-^? 
e, se (f'(x) e ^^ (x) são continuas no ponto a^ 

Logo acha-se o verdadeiro valor da fracção considerada pela mesma regra que no caso 
anterior. 

Se for A = 00, teremos 

hm ~^-~ = hm --r~ = O, 

x=a ^ W x=a ? {^) 

e portanto lim —-^-==00. A regra é pois ainda apphcavel. 

X'=^a y (^) 



(1) A demonstração precedente é tirada do Calcolo differentiale de Genocchi e Peano (Turin, 1884). 
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Exemplo. A funcção 

çp(íc) \ogx 

dá -g-, quando x = 0. Mas o quociente 

o' (x) _ x-^ _ x"" 
^' (x) — nx—^^~^ n 

é nullo, quando íc^O; logo é também nulla a funcção considerada. 

III. Se a funcção /(íc) = Cp (cc).cjj(íc) se reduzir a Ox go, quando cc = a^ acha-se o seu ver- 
dadeiro valor applicando a reorra anterior á fracção , , ', V ^ — p, que se reduz a -^, ou á fracção 
T^n=r' •l^Je se reduz a ^-. 

Exemplo. A funcção 

(• ,) 

y=zn\x — 1/ 
dá Oxco, quando n=oo. Para achar o seu verdadeiro valor, consideremos a fracção 

X — 1 

que se reduz a — ^ qne dá;, derivando o numerador e o denominador relativamente a n^ a 
fracção 

— 7i~^x^^ \ogx 

que se reduz a logíc^ quando n = oo. Logo temos a fórmula notável 

logí;g= lim nix^^ — 1 

n=co / 

IV. Se a funcção /(ík) = cp (í^) — ();(íc) se reduzir a co — co^ quando x = a^ acha-se o seu 
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verdadeiro valor, applicando a regra anterior á fracção 

_1 1__ 

^ {00) y (^) 



;p (.X') (jj {x) 



que se reduz a -^' 



V. Se a funcção ?/ = çp(íc)'^(^) se reduzir a 0^, 1"^, co^, quando x=a^ acha-se o seu ver- 
dadeiro valor applicando a regra anterior á funeção 

log?/ = cJ>(x')logcf(í^), 
que se reduz a O x oo. 



Exemplo. A funeção 



y=li+V'. 



quando 72=oo, dá 1°°. Para achar o seu verdadeiro valor, determinemos o verdadeiro valor 
da funeção 

que se reduz a -j^; o que dá log?/ = £c^ e portanto y = e^. Temos pois a fórmula seguinte, 
dada por João Bernoulli: 

l-\ 

71 



JJ 
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CAPITULO VI 



Applicaçoes georoetricas cia fómiTula cie Taylor* 



Ciirras i)laiias 

ISO. Contado das curvas planas, — Sejam 

y=^f{x), Y = F(X) 

as equações de duas curvas que passam por um ponto M, cujas coordenadas são x^ e í/q, e 
sejam A e B dois pontos das mesmas curvas, correspondentes á abscissa x^-^h. Se o 




segmento AB, egual á diíFerença ¥ {xQ-{-'h)—f{peQ-\-h) das ordenadas AG e BC doestes 
pontos, for infinitamente pequeno de ordem n+ 1 relativamente a PC^ diz-se que as curvas 
têem no ponto (íCq, y^ um contacto de ordem n. 

Se pelo ponto (a?Q, 3/^) passar uma terceira curva y = ^^ {x)^ que tenha com a curva y=^f{^) 
um contacto de ordem m^ e se for n^m, a segunda das curvas consideradas approxima-se 
mais da curva y=^f(x)^ na visinhança do ponto (cCq, ?/q), do que a terceira curva y = (D(x), 
Com eífeito, representando respectivamente por p e a as differenças F(í:^q + ^)— /(cpq + ã) e 
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<p (Xq + h) —f{^Q + ^)5 ^? V^^ definição, 

P = ^r^-M (A + £), a = A^+1 (B + s'), 

onde A e B representam quantidades finitas diíferentes de zero^ e s e s^ quantidades infinita- 
mente pequenas com A; portanto temos a egualdade 

a — p = y^^H-i [B + £^ _ ^n-m (A _|_ g)]^ 

a qual faz ver que se pode dar a hi um valor tao pequeno que a — p tenha o signal de 
7^^+^(B-[-£05 ^^^^ ^? ^ signal de a, quando |A|<ãi. Será pois, para todos os valores de h 
comprehendidos entre —hi e +Ai, p < a. 

ISl. As condições analyticas para que as curvas consideradas tenham um contacto de 
ordem n^ decorrem immediatamente da fórmula de Taylor, que dá 



F {X, + h) -f (X, + Ã) = F (X,) -f (x,) 

n 



[F(»+i) (íCq + eh) -/(»+!) (ícp + Oh)]. 



(n + l) 

Com effeito, se as funcçoes /(íc) e F{x) admittirem derivadas até á ordem w + 1, conti- 
nuas no ponto Xq^ para que a diíFerença F(xQ-{-h) — f(xQ-{-Ji) seja infinitamente pequena de 
ordem 7i-\-l relativamente a ^^ é necessário e sufíiciente que as dififerenças 

F (^o) -/K), F' (X,) -/' (X,), ..., FM (X,) -/ W («.o) 

sejam nullas, e que a diíFerença F("+^) (íCq) — /(*^+*) (cc^) seja diíferente de zero, o que dá o se- 
guinte : 

Theorema. — Se as funcçoes F (x) e f (x) admittirem derivadas até â ordem n+l, conti- 
nuas no ponto Xq^ são condições necessárias e sufficientes para que as curvas consideradas tenham 
no ponto (cCq5 y^) um contacto de ordem n, que íTq satisfaça ás equações 

(1) F {x) =f{x\ F {X) =f (x), . . . , F(-) (x) =/N (x), 

e que F (**+*) (íí?o) seja diferente de f^''+^){x^. 

I. Resulta ainda d'estas egualdades e da precedente que a diíferença F {xQ-\~h) — f(xQ-\-h) 
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tem o mesmo signal, na visinhança do ponto (x^^ y^^ qualquer que seja o signal de h^ quando n 
ó impar, e que muda n'este ponto de signal com h^ quando n é par. Logo, quando duas curvas 
têem um contacto de ordem par no ponto (cCq, ?/q), cruzam-se n'este ponto, e, quando têem 
um contacto de ordem impar, tocam-se, sem se cruzar, 

II. Se, tomando para variável independente uma quantidade t^ as curvas forem repre- 
sentadas pelas equações íc = cp(í), y = ^{t)^ Y=%{t)^ as equações de condição a que deve 
satisfazer o valor que tem t no ponto {x^^ y^^ para que as curvas tenham n'este ponto um 
contacto de ordem n, são, representando por x' ^ z/', Y^, x'\ ... as derivadas de í^^ 3/ e Y 
relativamente a í^ 

_ y Y^ y^x"-x'y'' _ Y'x"-x'T' ' 



e portanto 



3/ = Y, y = Y', y' = Y", ...,j/W = yw. 



Como corollario d'estas egualdades resulta que a ordem do contacto de duas curvas ê 
independente dos eixos das coordenadas a que estão referidas. Representando, com eífeito, por 
Xi e yi as novas coordenadas e por 3/1 ==fi(xi) e yi^Fi(xi) as novas equações das curvas, 
as equações precedentes dão, pondo t = Xi^ 

Fifoo=-/i(^i), ri(xi)^faxi), ...] Fr(xi)=f\"'(xi). 

132. Seja y=f(x) a equação de uma curva dada e Y = F(cc) uma equação com 72+1 
parâmetros arbitrários, que representa uma família de curvas. A curva doesta família que 
tem com a curva dada um contacto de ordem mais elevada no ponto (ccq, y^) diz-se oscida- 
ãora da curva y=f(x) n^este ponto. Para obter esta curva, deve-se dispor dos n~\-l 
parâmetros de naodo que sejam satisfeitas as w+1 equações de condição (l), e a ordem 
do seu contacto com a proposta será egual ou superior a n^ segundo a diíferença entre 
f{n-\-i) (^Xq) e F(^+^) (íCq) for diíFerente de zero ou egual a zero. 

183. A doutrina precedente, devida a Lagrange, vae-nos apresentar, debaixo de um 
novo ponto de vista, alguns dos resultados obtidos no Capitulo III. 

I. Se quizermos achar a recta oscidadora da curva y=f(x) no ponto (x^ ?/), temos de 
determinar as constantes A e B, que entram na equação 

Y=AX+B 
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da recta, de modo que sejam satisfeitas as condições do contacto de primeira ordem 

A equação da recta pedida é pois 

Y-2/=y(x-(r), 

e portanto esta recta coincide com a tangente á curva dada. 

Por ser Y^^ = Y^^^=. . . = 0. a tangente tem com a curva proposta um contacto de segunda 
ordem nos pontos que satisfazem ás condições /^^ (cc) = O, f^^^{^)^0] um contacto de ter- 
ceira ordem nos pontos que satisfazem ás condições f^^{x)^Oj /''^^ (í^) = O, /(^) (í») o O ; etc. 

II. Se quizermos achar o circulo osculador da curva y=f{p) no ponto (x^ y)^ temos de 
determinar as constantes arbitrarias «^ Z> e R^ que entram na equação 

(X-a)2-f-,;Y-6)2 = R2^ 

de modo que sejam satisfeitas as condições do contacto de segunda ordem 

t/ = Y, y<=Y', / = Y", 

y, y^5 Y^ e Y'^ representando as derivadas de primeira e segunda ordem de 3/ e Y relativa- 
mente a íc. As duas ultimas quantidades são dadas pelas equações 

{x--af-\-(Y-hf = W, 
x-a-{-Çí-~b)Y' = 0, 
1_|_Y'2+(Y-Ò)Y^=:05 

e porisso as condições consideradas reduzem- se ás seguintes: 

X — a-\-{y — b)y' = 0, 
l+y" + (y-b)zf = 0. 

D'estas equações tiram-se os valores das coordenadas a e h do centro e o valor do raio 
R do circulo osculador 

f '' y' ' -^ y" 
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Da comparação doestas fórmulas com as que dão as coordenadas do centro e o raio do 
circulo de curvatura (n.^ 90-1) conclue-se que o cii^culo de curvatura e o circulo osculador^ 
correspondentes ao mesmo ponto de uma curva dada^ coincidem (^): 

Esta coincidência podia ser prevista. Com effeitO; das equações ?/ = Y, y' = Y' ^ y" = Y^^ e 
das fórmulas (3) e (6) do n.^ 90 conclue-se que os círculos de curvatura da curva dada e do 
seu circulo osculador no ponto (íc, y) coincidem. 

Nota. Como na equação geral do circulo entram somente três constantes arbitrarias, o 
contacto do circulo osculador com uma curva ó, em geral, de segunda ordem. Este contacto 
é de ordem superior á segunda somente nos pontos que satisfazem á condição seguinte, que 
resultade 3/'^' = Y^^': 

3y/ + (3/-&)/' = 0, 
ou, eliminando y — b por meio da ultima das equações precedentes, 

J34. Pontos de inflexão. — A determinação dos pontos de inflexão da curva y==f{x) é 
fácil de conseguir por meio do theorema do n.^ 88-1. Com eífeito, se f" (x) ó uma funcção 
continua no ponto cCq, da egualdade 

onde si representa uma quantidade infinitamente pequena com h^ resulta que, para f^'{x) 
mudar de signal no ponto ocq, é necessário que seja f'^(x^ = 0, N'este caso, suppondo a 
funcção /'^^ (íc) finita no ponto x^^ s^ egualdade (n.^ 55) 

/"(a.o+Ã) = Ã[/"'K) + e,], 

onde £2 representa uma quantidade infinitamente pequena com h^ mostra que f^'{^Q-\-'h) 
muda de signal com h^ e portanto que (cCq, y^ é um ponto de inflexão, se f" (íCq) é diíferente 
de zero. 

No caso de ser f'^ {^q) = e de a funcção f^^^(x) ser finita no ponto íCq, a egualdade 
(n.«« 55 e 64) 

f^^(x, + h)= hf" (X, + m) = eif^ [f^ (X,) + 33] 



(^) Lagrange deu a theoria geral dos contactos na sua notável Théorie des foncfÃons analy tiques ^-puhlicsidB. 
em 3 797. Antecedentemente tinha sido considerado por Newton e Leibnitz o circulo osculador, a propósito 
da theoria da curvatura das curvas planas. (Yej. a nota ao n.» 90). 
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mostra que, iparsi f" (x) mudar de signal no ponto (íTq, ^q), é necessário que seja /(^) (0?^) = 0. 
Logo, se esta egualdade não é satisfeita, (íCq, 3/^) nao é ponto de inflexão. 

Continuando do mesmo modo, obtem-se a regra seguinte: 

Para achar os pontos de ijiflexão de uma ciirvaj, cvja equação é dada^ determinem-se x e y 
jpor meio da equação da curva e da equação y" = 0. 

Suhstitua-se depois cada griq^o (cCq, ?/q) de valores resultantes nas derivadas seguintes de y. 
Se a primeira derivada que não se annulla for de ordem impar^ o ponto (xçy, y^ é de inflexão^ 
se for de ordem par^ este ponto não é de inflexão. 

Se as coordenadas {x^^ y^j satisfazem á condição y" = q o ponto correspondente não ó 
de inflexão, diz-se que é um ponto de ondidação. 

Tanto nos pontos de inflexão como nos de ondulação, a tangente tem com a curva um 
contacto de ordem superior á primeira (n.^ 133). Se a ultima derivada que é nuUa n'este ponto 
é da ordem n^ este contacto é também de ordem n. 

Exemplos. — 1.^ Consideremos a curva cuja equação é 

y = A sen(aíc + ^) + B. 
Teremos 

y' = Aa cos (ax + 6); y'^ = — ciA.'^ sen (ax + 6) ; 

e como os valores de x que annullam y'^ são dados pela relação ax-{-b=k'K^ onde k repre- 
senta um inteiro qualquer, positivo, negativo ou nullo, e como estes valores de x não annuU 
Iam a terceira derivada 

y^'^ = — Áa^ cos (ax + &), 

-b + k% 



B) são as cordenadas dos pontos de inflexão da curva considerada. 

2.° A equação y = x-{-(x—l)'^ dà 

y^=^l + l{x-lf, y'r^l.6(x-iy, .,., yi") = l\ 

Como o valor x=l annulla a derivada 3/'^, e como a primeira das derivadas seguintes 
que este valor de x não annulla é de ordem impar, o ponto (1, 1) é de inflexão. 

I. Se a curva dada for representada pelas equações x = (f(t) e y=^^(t)^ t representando 
a variável independente, os pontos de inflexão são dados (n.^ 84) pela equação 

x' y^' — y' x" = 0, 

ít', x'\ y\ y'^ representando as derivadas de ít? e ?/ relativamente a .f. 
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Pondo í = 6, £c = pcos6 e ?/=psen6, vem a equação seguinte: 

por meio da qual se determinam os pontos de inflexão e de ondulação, quando a curva dada 
é representada por uma equação p = F(0), referida a coordenadas polares 

II. Seja F (Xj y) = Si equação de uma curva algébrica do grau m. Por ser 

aF aF , ^ a^F ,> ^ a^F , , a^F ,, ,.aF ,, „ 

os seus pontos de inflexEio são dados pela equaç?ío 

'aF\2 a^F ^ a^F aF aF , /aF\2 a^F 

= o, 



.Cy J , dx^ ^ dxcy dx dy ' \ ôx J dy'^ 
a qual pôde ainda ser escripta do modo seguinte 

a^F cPy dF 



dx^ dx by Gx 

a^F a^F aF 

dy dx ' dy^^ dy 

aF aF 

dx dy 



O 



= 0. 



Posto isto, escreva-se a equação da curva considerada debaixo da forma homogénea 

F(x,y,z) = 0, z=l 

como no n.*^ 86-V. Teremos (n.*' 70) 



aF , aF , aF ^. , ^ 



Gx 

a^F 



dz 



d^F , a^F , .^,aF 



ox^ dxSy dxdz 

d^-F e^F 8^F ^ _ _.-.^F 

~8ydx ôj/2 bydz dy 

õ^F , a^F e^F , . X eF 



6^ 



KK 
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Multiplicando agora respectivamente por x^ y q m — 1 as coliimnas do determinante ante- 
rior e subtrahindo depois de cada termo da ultima columna os termos do determinante que 
estão na mesma linha, vem, attendendo ás equações precedentes. 



e^F 


dW 


dW 


bx'- 


dxby 


dxdz 


dW 


e^F 


dW 


õydx 


6/ 


òybz 


dF 


eF 


6F 


dx 


dy 


bz 



Multiplicando ainda por x^ y q m—l as linhas d'este determinante e subtrahindo depois 
de cada termo da ultima linha os termos do determinante que estio na mesma columna, vem 
finalmente a equação 



= 0, 



e^F 


e^F 


gsp 


dx"- 


õxdy 


dxdz 


dW 


d'-F 


e^F 


dydx 


su' 


dydz 


e-2F 


dw 


ÕW 



cz cx 



dz dy ôz'^ 



á qual devem satisfazer as coordenadas dos pontos de inflexão da curva proposta. 

Por serem as derivadas que entram n'esta equação funcçoes inteiras áQ Xj, y e z do grau 
m — 2, vê-se que a equação é do grau 3 (m — 2). Logo a curva representada por esta equa- 
ção não p(5de cortar a curva proposta em mais de 3m(m — 2) pontos e esta curva não pôde 
ter portanto mais de 3m(?/2 — 2) pontos de inflexão. O theorema notável que vimos de demons- 
trar é devido a O. Hesse, e porisso se dá a esta curva o nome de hesseana da curva dada. 



135« No processo anterior para achar os pontos de inflexão, parte-se da hypothese que 
a derivada y'' é continua. Logo pode ainda haver outros pontos de inflexão em que esta deri- 
vada não exista ou seja discontinua. Além d'isso, se y" é continua no ponto (x^^ y^)^ mas 
alguma das derivadas y'^^, y^^\ etc, a que é necessário recorrer, não existe ou é infinita 
n'este ponto, não se pôde distinguir pelo processo anterior se o ponto (xq, y^) é ou não de 
inflexão. N'estes casos, para achar os pontos de inflexão, recorre-se principalmente ao theo- 
rema do n.^ 88, por meio do qual se vê era que sentido está voltada a concavidade na visi- 
nhança do ponto considerado. 



Exemplo 1.^ A equação y = h~\-{x — a) dá 



3 



y^=^{x~-a)'^, tf = ^{x-a) 



10^ 
9 
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Como x-=a torna y^^ infinita, vamos ver se o ponto (ci^ h) é ou não de inflexão. Para 
isso, notemos que y" é positiva quando cc>a, e que é negativa quando x<C^a; logo, á direita 
do ponto (cí^ h) está a concavidade voltada no sentido das ordenadas positivas, e á esquerda 
d'este ponto está a concavidade voltada no sentido contrario, e o ponto é de inflexão 
(n.'^ 88). 



Exemplo 2.^ A equação y = h-{-{x — a) dá 



28 
'' 9 



/ \ 3 /// 28 ~ 

{x-a) , y'^'=^-^{x-a) 



No ponto [a, h) annulla-se 3/", mas ?/'^^ torna-se infinita, e o methodo anterior não é 
applicavel. Raciocinando porém como no exemplo anterior, conclue-se que o ponto é de 
inflexão. 

13@. Pontos singulares das curvas planas, — Chama-se ponto ordinário de uma curva 
plana o ponto M onde se reúnem dois arcos de curva, cujas secantes MN e MN tendem 
para direcções oppostas da mesma tangente TTVq^ando N e N^ tendem para M (jig. 1). 




Os pontos que não estão n^estas condições cliamam-se singulares. Mencionaremos os pontos 
seguintes: 

1.'' O ponto de suspensão^ que é aquelle d^onde parte só um arco de curva. 

2.** O ponto anguloso^ que é aquelle d'onde partem dois arcos de curva cujas tangentes 
são diflferentes. 

3.® O ponto isolado, que é aquelle que está completamente separado do resto da 
curva. 

4.'' O ponto de reversão de primeira espécie, que é aquelle d^onde partem dois arcos de 
curva cujas secantes MN e MN^ tendem para a mesma direcção MT da tangente, ficando 
uma de cada lado da tangente (jig. 2). 

5.^ O ponto de.re^^ersão de segunda espécie, isto é, o ponto d'onde partem dois arcos de 
curva cujas secantes tendem para a mesma direcção da tangente, ficando ambas do mesmo 
lado da tangente (jig. 3), 
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6.^ O nodo, isto é^ o ponto em que se cruzam dois ou mais arcos de curva» 
Vejamos alguns exemplos de curvas em que se encontram os pontos singulares que vimos 
de mencionar. 





(Fig. 2) (Fig. 3) 

1.^ Consideremos primeiramente a curva definida pela equação 



3/2_^2_J_^4_0, 



ajqual dá 



y^±x s/l^x"^, y'-± 



l — 2x^ 
's/l-x^' 



y 



== + 



X (2x^ — 3) 



{i-xY 

Vê-se por meio d^estas egualdades que a curva tem a forma indicada na figura juncta. 

Y 




É symetrica relativamente aos eixos das coordenadas ; tem um nodo em O, e as tangentes 
n'este ponto formam ângulos de 45^ com os eixos das coordenadas; tem quatro pontos onde o 

valor absoluto das ordenadas ó máximo, correspondentes ás abscissas x = -^V2 e x = — ^ v2; 

e tem qnatro pontos, correspondentes ás abscissas x=^\ e x=^ — 1, onde a tangente é per- 
pendicular ao eixo. Cada um dos arcos que se cruzam em O tem n'este ponto uma inflexãOj 
e a curva não tem mais pontos de inflexão reaes. 

2.*^ Consideremos em segundo logar a curva representada pela equação 

(a — x)y'^ = x^^ 
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á qual se dá o nome de dssoide de Diocles, por ter sido considerada na antiguidade por este 
geometra, e seja a|>0. 
Temos 



2/ = 






y = x- 



(3a — 2xy\/je_ 



e, por meio d'estas equações, vê-se que a curva tem a forma indicada na figura junta. É 

Y 



èl 


X 


A 


L 



symetnca relativamente ao eixo cias abscissas, ao qual é tangente no ponto O, e, como y é 
imaginário quando x é negativo, vê-se que tem em O um ponto de reversão de primeira 
espécie; as suas ordenadas augmentam, quando í^ augmenta, e tendem para o infinito, quando 
X tende para a^, sendo porisso a recta LK^ cuja equação é x = a, asymptota da curva. Quando 
é x^a^ y é imaginário. 

." No caso de ser dada a equação 



temos as egualdades 

y^X^ + x"^ V—X^ 



?/^ — '2x? y -\- x^ -\- i 



y'^2x±^x\/--x, y^^ = 2±^-j-\/-x, 




por meio das quaes se vê que a curva tem á forma indicada na figura juncta. A cada valor 
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que se dá a cc correspondem dois valores reaes para y e y\ quando íc < O, dois valores ima- 
ginários, quando íc>0, e dois valores eguaes a zero, quando cc=0; logo a curva tem dois 
ramoS; que se encontram no ponto O, onde são tangentes ao eixo das abscissas. Na visinhança 
d'este ponto têem estes ramos a concavidade voltada no sentido das ordenadas positivas, visto 
ser positiva a quantidade y^, quando íc == O ; e porisso a curva tem em O um ponto de re- 
versão de segunda espécie. O ramo inferior tem um ponto onde a ordenada é máxima, o qual 

corresponde ao valor íc = — ^ daabscissa, um ponto de inflexão, que corresponde a cc = — T)9pr? 

e corta o eixo das abscissas no ponto onde x = — 1. 
4.^ No caso de ser dada a equação 

temos 

e portanto a curva tem um ponto real na origem das coordenadas, e é imaginaria na visi- 
nhança d'este ponto, que é porisso um ponto isolado^ onde se cortam duas tangentes imagi- 
narias conjugadas. Os outros pontos reaes da curva correspondem aos valores de x desde 1 
até 00. Estes pontos formam um ramo, symetrico relativamente ao eixo das abscissas, que, 
partindo do ponto (1, 0), onde corta perpendicularmente este eixo, se estende até ao infinito, 
affastando-se constantemente dos dois eixos das coordenadas. 

5.^ Consideremos agora a curva transcendente representada pela equação 

Quando x tende para O, y tende para O, — tende para 1, se íc<;0, e tende para 0^ se 

X 

x> 0. Logo a curva tem na origem das coordenadas um ponto anguloso^ e uma das tangentes 
coincide com o eixo das abscissas e a outra forma um angulo de 45^ com este eixo. 
6.^ Consideremos finalmente a curva representada pela equação 

y -^xlogx. 

Como y é real, quando íc>0, é imaginário, quando a? < O, e tende para O (n.^ 129-11), 
quando x tende para O, vê-se que esta curva tem um ponto de suspensão na origem das 
coordenadas (*). 



(^) Podem vêr-se muitos exemplos de determinações de pontos singulares e diversos modos de os obter 
no nosso Tratado de las curvas es^eciales notables^ já mencionado no n.° 91. 
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I. Supponhamos que F(xj, x) = é a equação da curva dada e que a funcçao F (x^ y) 
tem um único valor correspondente a cada grupo dos valores de cc e 3/. Estão n'este caso 
as curvas algébricas e também muitas curvas transcendentes. 

A indagação dos pontos singulares d'estas curvas baseia-se no theorema seguinte, que é 

uma simples traducção geométrica do theorema 1.^ do n.*' 76: 

aF 9F - . 

Se a funcçao Y (x^ y) e as derivadas -x— e -^ forem continuas^ os pontos singulares da 

curva dada satisfazem ás equações 

bx ' ôz/ 

Em virtude d'este theorema, para achar os pontos singulares da curva plana dada, devem 
procurar- se os valores àoi x q y que satisfazem á equação da curva e tornam as derivadas 

-r — e -.— descontinuas o a nuilas. 
óx óy 

Seja {xqj ?/q) um systema doestes valores. Para conhecer a espécie do ponto singular 

(cCq, ?/q), procure-se quantos valores reaes tem y na visinhança do ponto considerado, para 

saber quantos arcos de curva se encontram n'este ponto, e depois, para cada arco, o valor 

que n^este ponto tem 3/', para ver se os arcos que se encontram no ponto (x^^ y^) têem ou 

não a mesma tangente, e o signal que tem 3/0, para saber a direcção para onde está voltada 

a concavidade do arco (n.^ 88). Estas questões resolvem-se facilmente quando a equação da 

curva pode ser resolvida relativamente a ?/ ou a Xj, como se viu nos exemplos precedentes. 

II. Se a equação F (x^ ^) = O não poder ser resolvida relativamente a. y ou. a. x^ póde-se 
determinar a forma da curva na visinhança dos pontos singulares por um methodo, devido a 
Newton, que vamos expor succintamente. 

Tome-se o ponto singular considerado para origem das coordenadas e seja Fi (xj, 3/) = O a 
equação da curva, referida á nova origem. 

Pondo n'esta equação y = zx^j, a representando uma constante positiva e z uma nova va- 
riável dependente, teremos a egualdade Fi (íc^ zx^) = 0. Determinando depois a de modo que 
em dois termos d'esta equação, pelo menos, tenha x o mesmo expoente e que este expoente 
seja menor do que o que tem x nos outros termos (o que se pode fazer por tentativas (*), 
egualando os expoentes de x dois a dois e regeitando os valores de a que forem negativos ou 
levarem a resultados que não satisfaçam, á condição precedente) e, substituindo este valor de 
a na equação Fi (x, zx^} = 0^ virá, para determinar z^ uma equação da forma F<^ (x^ z)-=0, 

aFs (x, z) 



Sejam 21, 22, ... as raizes reaes da equação F2 (O, 2) = O, e supponhamos que 



òz 



{}) Newton indicou, debaixo de forma geométrica, um methodo regular para resolver esta questão, ao 
qual Minding deu forma algébrica em um trabalho publicado no tom. xxii do Jornal de Crelle. 



Hosted by 



Google 



288 



é diíferente de zero nos pontos (x=Oj z = Zij z^^ . . .)j único caso que aqui será estudado. 
N'este caso z ó (n.^ 76) uma funcçao real de x^ na visinhança de cada um d'estes pontos, 
que admitte derivadas finitas de todas as ordens; pode portanto, na visinhança do ponto 
(cc = 0, z==Zi)j ser desenvolvida pela fórmula de Maclaurin, o que dá 

Z = Zi+ZiX + —ZiX^ f. ... j 

representando por z}^ zí^ . , « os valores que tomam 2^, z'^^ ... no ponto (x = 0^ z=Zi). 
Temos depois 

y = X'' \Zi + ZiX+ Y ^'í ^'^ '^ • • • )• 

Derivando duas vezes esta equação relativamente a Xj obtêem-se duas equações^ por meio 
das quaes se determinam o valor de y no ponto (^^ = 0, y=0) e o signal de y^ na visinhança 
d'este pontOj e portanto a tangente n'este ponto ao ramo da curva, correspondente á raiz zi 
considerada, e a direcção para onde este ramo volta a concavidade na sua visinhança. 

Considerando todos os ramos da curva, correspondentes aos números ^1, ^2, • • • 5 conhece-se 
a forma da curva na visinhança do ponto singular considerado (^). 

Exemplo. A curva representada pela equação 

y^ — x'^-[-x^ — y^ -\- y^ = O 

tem na origem das coordenadas um ponto singular. Para determinar a forma da curva na 
visinhança d'este ponto, ponha- se y^zx^^ o que dá 

portanto temos primeiramente, para determinar a^ a equação 2a = 2, que dá a=: 1, e depois, 
para determinar z^ a equação 

z^—l + {l — z'^)x-\-z^x'^ = 0. 

Pondo x = n^esta equação e suas derivadas, vem 

^ = 1, ^' = 0, z'^^-1, ... 
z = -l, z^ = l, z" = — l, ... 



(1) O problema que tem por objecto a indagação dos pontos singulares das curvas planas foi estudado 
por L'Hopital, De Gua, Euler, etc.J Cramer occupou-se d'ene com largueza na sua Introduction à Uanalyse 
des lignes courhes, onde se pode estudar desenvolvidamente o methodo que vem de ser indicado. 
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Na visinliança do ponto (íc = O, y = 0) temos pois 

o que mostra que no ponto considerado se cortam dois ramos da curva, cujas tangentes fazem' 
ângulos de 45*^ com o eixo das abscissas, e que o primeiro d'estes ramos tem n'este ponto 
uma inflexão. 

137. Pontos multijplos, — Consideremos ainda a curva cnj a equação é Y (x^ y) = e o 
ponto (íTq, í/q) d'esta curva, e supponhamos que a funcçâo F(^^ y) admitte derivadas parciaes 
de primeira ordem relativamente a íx? e a ?/^ continuas no ponto (oCq^ t/q). Se uma d'estas deri- 
vadas, pelo menos, não é nuUa no ponto (íTq, ?/q), este ponto diz-se simples, 

^. , , / . . . -, à^F a^F Ô^F 

Supponhamos agora que F(x^ y) admitte as derivadas ^ , —^-^ — ^ ,^ , continuas no 

ponto (cCq, ?/q). Se uma d'estas derivadas, pelo menos, não é nulla no ponto (íTq, ?/q) e as deri- 
vadas de primeira ordem -7^— e -^ são nullas n'este ponto, diz-seque o ponto [x^^y^è duplo, 

OX (jij 

Em geral, supponhamos que as derivadas parciaes da funcção F {x, y) até á ordem n são 
todas continuas no ponto (ojq, ?/q). Se uma, pelo menos, das derivadas de ordem 7z não é nulla 
no ponto (íTq, ^q) e se as derivadas de ordem inferior a n são todas nullas n'este ponto, diz-se 
que (íTp, ?/q) é um ponto múltiplo, cujo grau de multiplicidade é ?^. 

Supponhamos que a equação proposta é algébrica e do grau ??2, e que/(í^^ ?/) = O ó outra 
equação algébrica do grau m\ cujos coeíficientes são constantes arbitrarias, excepto um, que 
é determinado pela condição de a curva passar pelo ponto (cCq, ^/q). Supponhamos também 
que se excluem dos valores dados a estas constantes aquelles que annullam ^y (ít^, ?/q). A 
equação f{Xy y) = ^ determina y como funcção de x^ na visinhança do ponto í^q, e esta funcção 
admitte derivadas de todas as ordens (n,*^ 76-1.^). Temos pois, pondo x — Xç^ = li^ repre- 
sentando por '~DÍx) esta funcção e attendendo á egualdade F (^q, y^)=-Oj 



(1) 



aF . aF ■ 



f4 



dxç, dj/o 

a^F 



a-F a-F a^F a^p 



/z2 + . 



Esta equação leva á determinação dos pontos em que se cortam as duas curvas conside- 
radas na visinhança de (íCq, ?/q), visto que determina li e depois as equações x = x^-^h e 
y = (^{x) determinam as coordenadas doestes pontos. Um d'elles é o ponto (^q, ?/q). 

aF aF 

Se (^Q, yç^ é um ponto simples da curva, uma das quantidades — e é diíferente de 

zero, e portanto a equação anterior tem, em geral, uma única raiz egual a zero. Logo, em 

LL 
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virtude de um theorema bem conhecido da tlieoria da eliminação algébrica^ as curvas cortam- 

se, em geral^ em mm! — 1 pontos, reaes ou imaginários, diíFerentes do ponto (íCq, ?/q), e não 

podem cortar-se em maior numero de pontos. ^^ ^^ 

, .. ^ 5F 5F 

Se {Xqj 3/q) é um ponto duplo da curva, as quantidades -^ — e ^^ — são nulias, e a equação 

precedente tem, em geralj duas raizes eguaes a zero. Logo as curvas consideradas cortam-se, 
em geral^ em mm' — 2 pontos, reaes ou imaginários, differentes do ponto (^q, ?/q), e não podem 
€ortar-se em maior numero de pontos. 

Continuando do mesmo modo, vê-se que, se {x^^ y^ é um ponto múltiplo, cujo grau de 
multiplicidade é n^ as curvas consideradas cortam-se, em geralj em mm' — n pontos, differentes 
do ponto (^Q, ?/(j), e não podem cortar-se em maior numero de pontos. 

Vê-se pois que, nas questões em que se procura o numero de pontos em que a curva cuja 
equação éf(Xj y) = corta a curva cuja equação ó F (Xj, y) = 0, cada ponto duplo equivale 
a dois pontos simples, cada ponto triplo equivale a três pontos simples, etc. Estas conside- 
rações têem uma importância considerável no Calculo integral, 

A doutrina que precede tem ainda logar quando o ponto (.Tq, ?/q) é imaginário. Veremos, 
com effeito, n'outro logar que o theorema 1.° do n.^ 76, que lhe serve de base, tem logar no 
caso das variáveis imaginarias. 

I. E conveniente ainda observar que, no caso de (^q, 3/q) ser um ponto simples e cp (x) 
satisfazer á condição 

o^o 62/0 

a equação (1) dá para h dois valores eguaes a O, e mostra portanto que n'este ponto estão 
reunidos dois pontos de intersecção das curvas consideradas. E fácil de ver que esta equação 
'Coincide com a que exprime que as curvas têem nm contacto de primeira ordem no ponto (^/q, ^/q). 
Se, além d'esta equação, tiver logar a seguinte 

a^F ô^F dW d¥ 

no ponto (íTq, ^o) ^stao reunidos três pontos de intersecção das curvas. E fácil também ver 
que esta equação coincide com a que exprime que as curvas consideradas têem um contacto 
de segunda ordem no ponto (íTq, t/^). 

Continuando do mesmo modo, vê-se que, se as curvas tiverem no ponto (xq, y^) um contacta 
de ordem ]p^ n este ponto estão reunidos p + 1 pontos de intersecção das curvas, 

Supponhamos agora que (cr^, y^) é um ponto duplo. N'este caso, se for 

ô^F ô^F S^F 
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a equação (1) dá para h três valores egaaes a O ; portanto n'este ponto estão reunidos três 
pontos de intersecção das curvas consideradas. 

Continuando do mesmo modo, acham-se as condições para que no ponto duplo (a?Q, ?/r)) 
estejam reunidos quatro, cinco, etc. pontos de intersecção das curvas. 

Estas considerações podem ser facilmente estendidas aos pontos triplos, quádruplos, etc. 

II. Appliquemos as considerações precedentes ao caso de se cortar a curva F(ít?^ y) = ^ 
pela recta ?/ —?/q = A (íc — Xq), 

Se (ít?Q, ?/q) é um ponto simples e a recta tem com a curva n'este ponto um contacto de 
ordem p., no ponto {x^^ y^ estão reunidos p+ 1 pontos de intersecção da recta com a curva. 

Se (cCq, y^ é um ponto duplo e tem logar a condição 

^ + 2-.^-A + -^t A2 = 0, 

no ponto (íTq, Vq) estão reunidos três pontos de intersecção da recta com a curva. Esta equação 
dá dois valores para A, aos quaes correspondem duas rectas que satisfazem á condição pre- 
cedente e que são determinadas pela equação 

ô^F ó^F d^F 

que resulta de eliminar A entre a ultima equação e a equação y — ?/q = A (cc — Xq). A esta^ 
rectas, cujos coefíicientes angulares coincidem com os valores que se obtêem para y' deri- 
vando duas vezes a equação F(íc, y) = relativamente sl x e pondo no resultado x = Xq.. 
^y = yQ, dá-se o nome de tangentes á curva no ponto duplo considerado. Estas tangentes 
coincidem quando as raizes da equação que determina A são eguaes. 

Os pontos duplos que vimos de considerar dizem-se ordinários^ e dá-se o nome de nodos 
áquelles em que as tangentes são distinctas, e o de pontos de reversão áquelles em que estas- 
tangentes coincidem, estendendo assim a significação d'estas palavras, antecedentemente em- 
pregadas, de modo a considerar os pontos reaes e imaginários, e as tangentes reaes e ima- 
ginarias das curvas. 

Se algum dos valores de A annullar o coefficiente de h^ em (1), no ponto (cCq, y^) estão 
reunidos mais de três pontos de intersecção da curva com a tangente correspondente ao valor 
de A considerado. 

As tangentes á curva nos pontos triplos, quádruplos, etc, determinam-se do mesmo modo. 

Estendendo a significação das palavras, ponto singular^ empregadas no numero anterior 
para designar certos pontos reaes^ dizem-se singulares todos os pontos múltiplos das curvas- 
consideradas, devendo ainda notar-se que alguns auctores abrangem n'esta designação também 
os pontos de inflexão e os de ondulação. 
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Suppozemos no que precede que a equação F (x^ y)=^^ da curva dada é algébrica: é 
porém fácil estender esta doutrina ao caso em que esta equação ó transcendente, comtanto 
que a funcção F(cc^ y) seja susceptível de ser desenvolvida segundo as potencias inteiras e 
positivas Aq x — Xq Q y — y^. 

138. Supponhamos agora que a curva dada é representada pelas equações £c = cp(^) e 
y = ^{t)^ que (ít^, y^ são as coordenadas de um ponto d'esta curva, correspondente ao valor 
Íq da variável independente t^ e que, na vesinhança doeste ponto, temos 

X = X,^{t- t,) <f ' (f,) + y (í - to)' '?" Co) + • • • > 

y=í/o + (i-fo)¥ (to) + Y^^-*o)'^" (h)+- ■ ■ 

A recta representada pela equação 

A(x-XQ) + B(y-7/Q) = 
corta a curva considerada nos pontos correspondentes aos valores do t dados pela equação 

(<-g[A<p'(g+B<);'(g]+-|-(í-g'^[A<p"(g+Bf(g]+...=o, 

a qual mostra que em (íCq, y^) estão reunidos dois, pelo menos, d'aquelles pontos, quando 
é satisfeita a condição 

A<?'Cg4-Bc}>'(g=0. 

N^este caso a recta tem para equação 

(x - x^) c|>' (r^) -~{y- y^) cp' (t^) = O 

e é tangente á curva no ponto (x^j y^). 

Se porém for cp^(f^) = e c|;'(fQ) = 0, todas as rectas que passam pelo ponto considerado 
têem duas das suas intersecções com a curva reunidas n'aquelle ponto, exceptuando aquella 
cujos coefficientes satisfazem á condição 

A<p"(g+Bf' (g = o, 

a qual tem, pelo menos, três das suas intersecções com a curva reunidas no referido ponto. 
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N'este caso o ponto (cCq, í/q) é singular, e a recta representada pela equação 

(a; - a?o) f ' (^o) - (3/ - %) ?" W = O 

é a tangente á curva n^este ponto. 
E fácil continuar esta discussão. 
Assini; por exemplo, no caso da cycloide, cujas equações são (n.^ 91-III) 

x = r(t — Bent)j y = r(i — cosi). 
Por ser 

x^ = r(l — cosi), 7f' = rBent^ 

vê-se que a curva tem um ponto singular correspondente a í = 0, e que a equação da tan- 
gente n'este ponto ó cc = 0, como já se sabia. 

139. Transformações algébricas. — Duas curvas dizem-se transformadas uma da outra 
quando os pontos das duas curvas estão ligados de tal modo que, sendo dada uma, a outra 
fica determinada. Se esta ligação é estabelecida por meio de relações algébricas entre as 
coordenadas dos dois pontos, a transformação diz-se algébrica,. O estudo desenvolvido d'estas 
transformações, que deu origem a bellos e importantes trabalhos de Poncelet, Chasles, Cre- 
mona, Lie, etc, deve ser feito nas obras especialmente consagradas á Geometria. Aqui vamos 
apenas dar algumas indicações succintas sobre duas d'ellas que têem maior importância. 

I. A primeira transformação que vamos considerar, conhecida pela designação de homo- 
graphica^ é aquella em que as coordenadas [x^ y) e (X, Y) de dois pontos correspondentes 
das duas curvas (l) e (l') estão ligados pelas relações 

ax-\-by-^ c a'x + b'y + c^ 

2^=^ . — ^ Y= . — -• 

px -f- qy -\- r jpx -\-ç[y-Tr 

Esta transformação goza das seguintes propriedades fundamentaes: 

1.^ As variáveis (o?, y) podem exprimir-se em funcção de (X, Y) por meio de relações 
que têem a mesma forma que as precedentes. 

2.'^ A transformada de qualquer recta ó outra recta. 

3.^ Se o ponto {x^ y) de uma curva (l) tender para o ponto [x' ^ y')^ o ponto (X, Y) de (Z^), 
correspondente a {x^ ?/), tende para o ponto correspondente a {x\ y')^ no caso de x' e y' não 
annullarem o denominador das expressões de X e Y. 

Eesulta do que precede que, se um ponto A de (l) tender para o ponto Ai, o ponto B 
da outra curva, correspondente ao primeiro, tende para o ponto Bi, correspondente ao 
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segundo, e as rectas AAi e BB, tendem para as tangentes nos pontos A e Ai ás duas cur- 
vas ; e portanto que a tangente a (l') no ponto (X, Y) é a transformada da tangente a (l) na 
ponto (í>.> y). Se (l) tiver em um ponto m tangentes, distinctas ou coincidentes, a outra curva 
tem também, no ponto correspondente, m tangentes, distinctas ou coincidentes, e os dois 
pontos são ambos múltiplos de ordem m^ e têem o mesmo numero de tangentes coincidentes. 

Do mesmo modo, se uma recta cortar a curva il) em n pontos, a sua transformada corta 
a outra curva em n pontos, correspondentes aos primeiros, que coincidem, quando os pri- 
meiros coincidirem. Logo aos pontos de inflexão e ondulação de (l) correspondem pontos da 
mesma natureza em (l'). 

A transformação que vimos de considerar tem uma representação geométrica muito notá- 
vel : cada curva é a perspectiva da outra, vista de um ponto convenientemente escolhido. 
Pode ver se uma demonstração muito simples d'esta proposição em uma nota collocada no fim 
do nosso Tratado de las curvas especiales notahles. Pode vêr-se no mesmo logar a demonstração 
de que a transformação que vimos de considerar, equivale á transformação de Newton: 

Y = -^ X = — 

e a mudanças dos eixos das coordenadas a que estão referidas as duas curvas. 

II. A segunda transformação que vamos considerar é aquella em que as coordenadas 
dos pontos das duas curvas estão ligadas pelas relações 

m^x mr"y 

ou, em coordenadas polares, p e pi representando os vectores do ponto (x^ y) e do ponto 
(X, Y) correspondente, para o mesmo valor do angulo ô que formam com o eixo, 

ppi =m2. 

A esta transformação dá- se o nome de transformação por raios vectores reciprocas^ a m"^ 
dá-se o nome de medido da transformação j, e cada uma das curvas diz-se inversa da outra. 
Vamos indicar algnmas propriedades fundamentaes d'esta transformação. 
1.^ A recta cuja equação é 

AY + BX + C-0 
transforma- se na linha representada pela equação 

7^2 ( Acc + B?/) + C (íc^ + ?/2) = O, 
isto é, em um circulo, quando C é differente de zero, em um recta, quando C == 0. 
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2." O circulo cuja equação é 

X2 + Y2-2c(X-2pY = R2_^2_p2 

transforma-se no circulo representado pela equação 

(R2_ cc2_ 82) {x^ + if) + 2m2 {ax+^ij) — m^^O, 

quando E^ — a^ — p^ é difFerente de zero, e em uma recta, no caso contrario. 

3.^ Os ângulos formados pelos vectores dos pontos correspondentes das duas curvas com 
as tangentes respectivas são determinadas pelas fórmulas (n.*^ 86-IV) 

Substituindo na ultima pi pelo valor dado pela equação ppi = m^, vem 

tang (01 = - — -^ — = — tang o). 

Logo os dois vectores formam ângulos eguaes com a recta que une os pontos correspon- 
dentes, ficando porém um de cada lado doesta recta. 

Como corollario do que precede conclue-se que, se duas curvas se cortam em um ponto A, 
as curvas inversas cortam-se no ponto correspondente B, e as tangentes ás segundas em B 
formam um angulo egual ao que formam as tangentes ás primeiras em A. Em particular, 
se duas curvas forem tangentes em A, as inversas são tangentes no ponto B correspondente. 

4." Viu-se já que, se (a, p) representam as coordenadas de um foco de uma curva, as 
rectas representadas pelas equações 

Y-p = ±i(X~c() 

são tangentes á curva. Mas as equações das rectas inversas são 






+ 32 -"V" o?-{- 



^2 



e estas rectas são tangentes á curva inversa. Logo 0.9 focos de uma curva são os pontos in- 
versos dos focos de curva inversa. 
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II 
Curvas no espaço 

140. Contacto de duas curvas no espaço. — Sejam 

y = f{x), z=fi(x); Y = F(X), Z = Fi(X) 
as equações de duas curvas no espaço, que se cortem no ponto M, cujas coordenadas são 




(X(^j y^j Zq), A distancia BA, que representaremos por d^ de dois pontos doestas curvas, cor- 
respondentes á mesma abscissa XQ-\-h, é dada pela fórmula 



d=\/[F{x, + h) -f(x, + h)Y + [Fi {X, + h) -fi [X, + h)f. 

Se d for infinitamente pequeno de ordem n-{-l relativamente a h^ diz-se que as curvas 
consideradas têem no ponto (íTq, ?/q, Zq) um contacto de ordem n. Vê-se, como no n.** 130^ 
que n'este caso, na visinhança do ponto dado, as curvas se approximam mais uma da outra 
do que de qualquer outra curva com a qual tenham um contacto de ordem inferior. 

Procuremos as condições analyticas para que as curvas dadas tenham um contacto de 
ordem n no ponto considerado. Para isso, notemos que é condição necessária e sufficiente 
para que cZ seja infinitamente pequeno de ordem n-f-1? relativamente el h^ que as diíferenças 

a = Fix, + h)-fix,+h), ^ = Fi(x,+h)-fi(x, + h) 

o sejam, ou que uma seja de ordem ?i+ 1 e a outra de ordem superior. Com eífeito, suppondo 
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que uma das diíferenças é da ordem n + 1 e que a outra é da ordem ?z + 1 + i^ temos (n.^ 54) 

|3 :== Ã'^+1 (A + £), a= li^'+^+^ (B + £'), 

onde A e B são quantidades finitas,- diíferentes de zero, e £ e s' são quantidades infinitamente 
pequenas com A; e portanto 



d ^ /z"+'^ \/ {A + £)- + h'-^ (B + £0^ 

d'onde se deduz que d é da ordem n^l relativamente a Jk 

Eeciprocamente, se d for da ordem n-j- 1 relativamente a h^ uma das quantidades a ou p" 
é da ordem ?z+ 1 e a outra é da mesma ordem ou de ordem superior; porque, se a que é de 
menor ordem fosse de ordem m differente de n+ 1, também d seria da ordem m^, em virtude 
do que vimos de demonstrar. 

Para achar pois as condições analyticas do contacto de ordem n^ basta exprimir que uma 
das quantidades a ou P é infinitamente pequena de ordem 72 + 1 relativamente a A e que a 
outra ó da mesma ordem ou de ordem superior. Raciocinando para isso como no caso das 
curvas planas (n.° 131), acham-se as equações de condição 

f{x) =F(x), f (x) = F' (a-), . . . , /(«) (x) = F(«) (*), 
fi H = Fi (x), f\ (x) = Fl (x), . . . ,/« (x) = FÍ") (x), 

a que deve satisfazer Xq, 

Vê-se também, como no caso das curvas planas, que, se tomarmos para variável inde- 
pendente uma nova variável t^ o que dá x = (f(t)f ?/-=cj;(?^), z = %(t)j Y = d (t) e Z==z(t)^ a& 
equações de condição para o contacto de ordem n são 

2/ = Y, y = Y^ ...,y-) = Y('^ 

y, z\ Y, TJ ^ etc. representando as derivadas de y^ z^ Y, Z relativamente a t. 

Se uma das curvas for completamente dada e as equações Y = F(X), Z :^ Fi (X) repre- 
sentarem uma família de curvas, a curva doesta familia que tem com a curva dada um con- 
tacto de ordem mais elevada, diz-se oscnladora da primeira. Para obter esta curva, devem-se 
determinar os parâmetros arbitrários que entram nas equações Y = F(X) e Z = F,i(X), cujo- 
numero supporemos egual a 2(?i + l), por meio das equações de condição precedentes. 

I. Appliquemos os princípios anteriores á linha recta, isto é, procuremos a recta que passa 

MM 
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pelo ponto (x^ ?/, z) da curva representada pelas equações y^fip).^ z=fi{x) e que tem 
um. contacto de ordem a mais elevada possível com esta curva. 

As equações da recta sao da forma Y= AX + B, Z = CX + D, e podemos portanto deter- 
minar as quatro constantes A^ B, C e D de modo a satisfazer ás quatro equações necessárias 
para o contacto de primeira ordem : 

2/=:Aíc + B, z = Qx+'D, f {x)==k, fi{x) = G, 

Logo as equações da recta pedida sao 

Y-y=f{x)Ç^-:c\Z-z=^f\{x)(X-~x), 

<e a recta coincide portanto com a tangente á curva no ponto (íc, ?/, z) (n.^ 92). 

O contacto da curva com a tangente é de primeira ordem, excepto nos pontos que satis- 
fazem ás equações /^^ (cc) = O e fl [x) -= O, onde é de ordem superior á primeira. 

II. Procuremos em segundo logar o círculo osculador da curva representada pelas equa- 
<ções íc= cp (í), y=ú^{t) e z=-T\.[t) no ponto (x^ y^ z). 

Como toda a circumferencia pode resultar da intersecção de uma esphera com um plano 
que passe pelo seu centro (a^ h^ c), pôde esta curva ser representada pelas equações 

ÇL-af + {Y-hf^{Z-c)'^ = W, 
a(X-a) + p(Y-5) + T(Z-c) = 0. 

íí'estas equações ha seis constantes arbitrarias distinctas, que vamos determinar de modo 
a satisfazer ás seis equações necessárias para que a circumferencia e a curva tenham um 
contacto de segunda ordem no ponto {x^ y^ ^), isto é, ás equações seguintes : 

iix^ + ^ij + yJ -: O, ax'^ + py' + Y^^' = O, 

(^^^af-\-{y-ljf-\-{z-cf = W^, 

(x — a) x' + (y~ h) ij + {z— c) z! = O, 

(x — d) x'^ + {y~b) 7/'^ + {z -c) z" + s^^ == O, 

onde se representa por s''^ a somma íc'^ + y^ + ^^^. 

Eliminando a, [B e y entre a segunda, a terceira das equações precedentes e a equação 



a 



(X-a.) + P(Y-3/) + T(Z-.) = 0, 
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vem a equação 

{7J y'^ - y' z") (X - a?) + {x' z'' -^ z' x' ) {Y - y) -\- {y' x^' - x' y") (Z - ^) = O 

que pertence (n.*^ 92-IV) ao plano osculador da curva no ponto [X;, y, z). Logo o circulo 
osculador em um ponto da curua está no plano osculador da curva^ correspondente ao mesmo- 
ponto. 

Gomo o ponto {a^ h^ c) está no plano anterior-, temos a equação 

(2/ y/ _ y' 2'/) (x-a) + {x' z!^ — d x") (y - h) + (^ ^'^ - ^ ^0 (^ - c) == 0; 

e, em seguida, eliminando a^h <ò c entre ella e as duas ultimas equações (5), 



^—^ A2 1 t:>2 I 02' ^ —y 



c = z- 



"AM-B^ + a^' ^ A^^ + B2 + C2' A2 + BM-C"^ 

pondo, como no n.^ 93, 

A = ^^ / - y' z', ^^x' z" - z! x", C = ^ x" - x' y^'. 

As fórmulas precedentes determinam as coordenadas do centro do circulo osculador. 
Substituindo agora os valores de x — a^ y—'^? ^ — ^ 1^^ terceira das equações (5) e atten- 
dendo á egualdade 

= (A^ +B^+ cy^ - (Ax' + By + c^') = (A^ + B2 + cy\ 

vem a fórmula 



R^ 



JL' 

(A2 + B2 + C2)^ 



que dá o raio do circulo osculador. Da comparação doesta fórmula com a que dá (n.° 93-1) 
o raio de curvatura, conclae-se que o raio do circulo osculador de uma curva em um ponto dado 
é egual ao raio de curvatura da curva no mesmo ponto. 

Ao circulo que vimos de considerar dá-se também o nome de circulo de curvatura e ao 
seu centro o de centro de curvatura da curva considerada. As expressões das coordenadaB^ 
{a^ b^ c) d'este ponto têem uma forma muito simples, quando se toma s para variável inde- 
pendente. Substituindo, com eíFeito, A, B e C pelos seus valores nas fórmulas que determinam^ 
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aquellas quantidades e attendendo ás relações 

x'^ -\-y"^ + z^==l, d x" + y' y^' + z' z'^ = O, 
vem 

a^xA-Vi^— 5-?/4-R2-^ C-2-4-R2— . 

A recta que une o ponto (Xj, y^ z) da curva ao centro de curvatura correspondente chama-se 
normal principal, A recta perpendicular ao plano osculador, tirada pelo ponto (Xy y, ^), chama-se 
hinormaL Adiante nos occuparemos outra vez d'estas rectas importantes. 

14Í. Entre o circulo osculador da curva dada e a envolvente dos seus planos normaes 
existe uma relação importante que vamos considerar. 

A equação do plano normal á curva dada no ponto (x^ y, z) é (n.° 92-III) 

(X-x)c^ + {Y-zj)y' + (Z-z)z' = 0, 

e portanto a equação da superfície envolvente das posições que toma este plano, quando t 
varia, é dada pela eliminação de t entre a equação precedente e a seguinte : 

(X - X) x" + {Y-ij) y ' + {Z-z) z" = s'^. 

A característica d'esta superfície que passa pelo ponto (x^ y^ z) é representada por estas 
duas equações e esta característica é portanto perpendicular ao plano 

A(X-cc) + B(Y-^)-fC(Z-2)=0, 
quando entre A^ B e C existem as relações 

Ax' +By' +Gz' ^0, 
Ax"+By'^ + Cz"==0, 

isto é, ao plano osculador da curva dada no ponto considerado. 

Comparando as equações da mesma característica com as duas ultimas equações (6), vê- se 
que esta recta passa pelo centro (a^ b^ c) do circulo osculador. 

Temos pois o theorema seguinte : 

As rectas perpendiculares aos planos osculadores de urna curva^ tirados pelos centros dos 
círculos osculadores^ formam uma superficie planificavelj, que coincide com a superficie envol- 
vente dos 'planos normaes á mesma curva. 
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Este theorema ó devido a Monge, que foi quem primeiro considerou esta superfície, á 
qual deu o nome de superjicie polar. 

As equações da aresta de reversão da superfi.cie polar são as seguintes: 

ÇK-x)x^^-\-{Y-y)y" + (Z-z)z'' -^s'^, 
(X-x) x'" + (Y-y) y"' + (Z -z) z"' = is' s", 

que determinam as coordenadas (X, Y, Z) dos seus pontos em funcção da variável í. 



III 
Superíicies 

142, Contacto de uma curva com uma superjicie, — Sejam 

Z==F(X,Y), 
y^^{x), z = ^{x) 

as equações de uma superfície e de uma curva que se cortam em um ponto, e supponhamos 
que é da ordem n o contacto de ordem mais elevada que a curva dada tem com as curvas 
traçadas sobre a superfície. N^este caso diz-se que a superficie e a curva têem no ponto con- 
siderado um contacto de ordem n, E facil achar as equações de condição para que isto se dê. 
Notemos para isso, primeiramente, que as equações de condição a que deve satisfazer a 
abscissa do ponto considerado para que a curva dada e a curva representada pelas equações 
Z = F(X, Y), Y==(p(X), a qual resulta de projectar a primeira sobre a superfiicie por meio 
de rectas parallelas ao eixo dos z^ tenham n'este ponto um contacto de ordem n^ são (n.*^ 140) 

T-i r / x-i . / N dY \x, (D (x)] , , , . d^^ [x. Cp (x)] . , w ^ 

Notemos, em segundo logar, que as equações de condição a que deve satisfazer a abscissa 
do mesmo ponto, para que a curva tenha um contacto de ordem m com outra curva qualquer, 
coUocada sobre a superfície, e representada pelas equações 

Z = F(X, Y), Y = e(X), 
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sao- 

F \x, d [xj] = ^ {x\ ^;^ ^ ^\ = ^' ix\ . . . , 1^^-^ = ¥'''^ (^), 

.d(x) = (f (x), & {x) = '^' [x), ... d^''') {x) = çt»0 (pc). 

Basta agora attender a que as equações contidas na primeira linha coincidem (em virtude 
das que entram na segunda) com a;S equações que exprimem que o contacto da curva dada 
com a curva especial primeiramente considerada ó da ordem m^ para concluir que m não pode 
ser superior a n. 

As condições a que deve satisfazer a abscissa de um ponto da curva dada^ para que n'elle 
tenha um contacto de ordem n com a superfície, coincidem pois com as que exprimem que 
a curva tem um contacto de ordem n com a que resulta de a projectar sobre a superfície 
por meio de rectas parallelas ao eixo dos z\ e, pondo F [íc^ cp (íc)] =/(cc), podem ser escriptas 
do modo seguinte: 

f{x) = i^ (x), f (x) = f (x), . . . , /(«) (*)=<}.(«) (x). 

Se, tomando t para variável independente, for x = (D(t)j y = ^(t'j^ z = %(f)^ vê-se como no 
n.^ 131 que temos, pondo F[cp(í), (^(t)]=f(t)^ 

f{t) = r.{t\ f'{t)=r!{t),..., p^)(t)=%i-){t). 

LogO; para achar as condições do contacto de ordem n da curva com a superfície, basta 
substituir na equação da superfície X; Y e Z por Xj, y q z^ formar depois as derivadas da 
equação resultante, relativamente a t^ até á ordem n., e substituir finahnente n 'estas equações 
t pelo valor que tem esta quantidade no ponto considerado. 

Se a curva for completamente dada assim como a espécie da superfície, a superfície da 
espécie considerada que tem com a curva um contacto de ordem mais elevada no ponto 
(x^ y^ ;s\ diz-se osculadora da curva n'este ponto. Para achar esta superfície, basta deter- 
minar as constantes arbitrarias, cujo numero supporemos egual a n+1, que entram na 
equação Z = (X, Y), de modo que as n-\-l condições precedentes sejam satisfeitas. 

I. Procuremos a equação do jolano ósculador da curva x = (d (í), y =='^ (t)^ z = %(t) no ponto 
(x^ yj z). Temos para isso de determinar as constantes que entram na equação 

AX + BY+CZ=--D 

de modo que sejam satisfeitas as equações de condição 

Ax + By + Cz^^J), Ax' + B2y-^Cz' = 0, Áx^' + By'^ + Cz" = 0, 
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onde cc', y\ etc. representam as derivadas de cc^ ?/ e 2 relativamente a f; o que leva a uma 
equação que coincide com a equação (5) do n.° 92-IV, justificando assim a designação que foi 
dada ao plano estudado n'esse numero. 

O plano osculador tem com a curva um contacto de segunda ordem, excepto no caso de 
as coordenadas do ponto satisfazerem á condição que resulta de eliminar A, B e G entre as 
equações precedentes e a seguinte: 



Aí^'^^ + B/^ + C^''^ = 0, 



isto é, á condição 



^/// yUl ^111 



= 0. 



Os planos osculadores da curva n'estes pontos, onde a torsão é nuUa, dizem-se estacioná- 



rios. 



II. Consideremos ainda a espliera osculadora da mesma curva. 

Temos, para a obter, de determinar as constantes a, p, y e p, que entram na equação 



por meio das relações 



(X-a)H(Y-p)2 + (Z-T)2 = p^ 

(íc-a)íK'+(2/-p)y +(z--()z' =0, 
(x-a)x"+{y-^)f +{z--i)z" =-s'^ 
(x- a)x"'+{y- 13)y"+ (z-t) s'" = - 3s' s". 



Comparando estas equações com as que determinam (n.» 141) a aresta de reversão da 
superfície polav da curva dada, vê-se que a, p e y satisfazem a estas equações. Logo o logar 
dos centros das espheras osculadoras coincide com a aresta de reversão da superficie polar. 

Quando t = s, as coordenadas (a, P, y) do centro da esphera osculadora no ponto (a?^ y, z) 
da curva são determinadas pelas equações 



a = x- 



yiz"'-z'y "' 



D 



X = 2- 



x' y'" — y'x"' 
D ' 
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f s" 



íc'" y"' 



O raio p da esphera considei-ada é dado pela fórmula 

P - ^2- 

143. Contacto de duas sivperjicies. — Sejam 

z = f(x,y), Z = F(X, Y) 
as equações de duas superfícies que se cortam no ponto (x^ y> ^ ^ 

a equação de um plano arbitrário, tirado por este ponto perpendicularmente ao plano xy. 

Se as duas curvas que este plano determina pela sua intersecção com as superfícies têem 
um contacto de ordem n no ponto considerado, qualquer que seja a posição do plano^ diz-se 
que as duas super ficies têem no ponto (Xj y^ z) um contacto de ordem n. 

Para obter as condições a que devem satisfazer as coordenadas do ponto dado para que 
istO tenha logar, basta notar que as condições para o contacto de ordem n das curvas cor- 
respondentes a um valor determinado de A, são 

dx dy dx dy ' 



Devendo estas equações ter logar qualquer que seja o valor de A, conclue-se que as co?i- 
dicoes para que as duas superficies tenham um contacto de primeira ordem no ponto (x^ y^ z) 

são 
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que as condições jpara que as duas superjicies tenham um contacto de segunda ordem no ponto 
(x^ y^ z) sãOj, além das precedentes^ as seguintes: 

dw dj' dw dj e^F ay^ 



e assim successivamente, 

144. Uma superfície de espécie dada Z = F(X, Y) diz-se osculadora de uma superfície 
dada z=f{x^ ?/), se a primeira tem com a segunda o contacto de ordem mais elevada que 
as superfícies da espécie considerada podem ter com a superfície dada. Se a superfície 
Z = F(X, Y) contem m constantes arbitrarias, podemos determinar estas constantes de modo 
que as superfícies tenham, em geral, um contacto de ordem n^ se m for egual ao numero de 
equações necessárias para haver contacto de ordem n. Se for menor, pode estabelecer-se só 
um contacto de ordem inferior a n^, e a equação fíca ainda com algumas constantes arbitrarias. 

I. A equação Z==AX + BY + C contendo três constantes arbitrarias, pode o plano ter 
um contacto de primeira ordem com a superfície z^f{x, y). Para achar o plano que satisfaz 
a esta condição, determinem-se as constantes arbitrarias por meio das três equações de con- 
dição para haver contacto de primeira ordem, que dão 



•-^ ' cx^ dy ^ 

portanto a equação do plano osculador da superfície é 

e coincide com a equação do plano tangente (n.'' 94). 
II. Consideremos, em segundo logar, a esphera 

(X.-af+{Y~hf+{Z~cf = ^^, 

Podemos dispor de três das constantes arbitrarias que contem esta equação, de modo a 
satisfizer ás três equações de condição necessárias para que esta superfície tenha um con- 
tacto de primeira ordem com a superfície z^=f(x^ y). 

Para obter um contacto de segunda ordem, é necessário que a equação da superfície 
Z = F(X, Y) contenha seis constantes arbitrarias, e portanto a esphera não pode ter um 
contacto de segunda ordem com a superfície dada, excepto em alguns pontos particulares 
doesta superfície, como vamos ver. 
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. . , ,, ^ az az a^z a.^z a^z . 

Para haver contacto de segunda ordem, os valores de Z, -^^, -^5 "TKJ'' ãX^Y ^ ~a^Y^^ 
tirados da equação da esphera e das equações 

6Z dZ , ,„ , 8^Z 

WW"''^^^ ^ax8Y~^' 

devem ser eguaes respectivamente a f{x, y\ -^, -^, g^, g^ « ^» quando n^ellas se faz 
X = £ce Y = y, o que dá as equações de condição 



a^c dy ^ dxdy 

As quatro primeiras equações servem para determinar as constantes arbitrarias a^ h^ c ^ Re 
As duas ultimas, eliminando z — c por meio da quarta, dâo as equações 

[•+(¥)'Jf=[^+(f)'J# 

acc 5?/ a^c^ L \^xj j dxdy 

a que deve satisfazer o ponto (x^, y^^ z^^ da superfície z = f{x^ ?/), para que n'elle a superfície 
possa ter uma esphera osculadora. 

Tomando o ponto (íCq, y^, z^ para origem das coordenadas, o plano tangente para plano 
dos xy e os planos das secções principaes para planos dos xz e yz^ e chamando z~fi {x^ y) 
a nova equação da superfície, as equações precedentes dão [representando por p^, ^q, r^, Sq 

1 X j • j afi a/i aYi aYi a^i i. m a am 

e Íq os valores que tomam as derivadas -— , , — ^— ^, "n n~~ ^ — ^ ^^ ponto (0^ U, OjJ 

Tq = íq, 5q =0, visto ser (n.^ 95) JPq = ^^ qQ = 0. Mas as curvaturas ci e ct das secções principaes 
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que passam pelo ponto (O, O, 0) são (n.^ 95) dadas pelas fórmulas ci=rQ e C2==^q. Portanto 
temos ci = C2 ; o que prova que os jpontos em que a superficie tem iim contacto de segunda ordem 
com uma esphera coincidem com os pontos umhilicaes (n.^ 95). 

Para um estudo mais desenvolvido e profundo da theoria do cantacto, consulte-se o bello 
Cours d'Analgse de VÉcole Polytechnique de Paris de Hermite. 

145. Pontos singulares das superjicies. — Consideremos a superfície representada pela 
equação /(íi?^ y^ z) = e um ponto (a?o, 3/^, z^ situado sobre ella, e applicando a fórmula de 
Taylor, escrevamos esta equação debaixo da forma 

fx (í^o, 3/0? ^0) («^ — í^o) +/i (í^o, ?/oj ^0) {y — 3/0) +/z G'^0, 3/0» ^0) (^ — ^0) 
+y[/L(^o5 %' ^o)(í«-^o)^ + 2/:;(íí?o, y,, ^)(^—^o)(y-yo)+fyyi^o, y,, ^^){y-y,f+' -] 
+ = a 

A recta representada pelas equações 

y — y^ = A{x — x^), z — Zq = B{x — x^ 

corta esta superfície em pontos cujas abscissas s?ío determinadas pela equação 

{x — x^)[fi{x,, 3/0, z^)-\-AfJx,, y^, ^o) + B/;(íro, 3/0, í^o)] 
j^^(x-xX-[fl,{x,, y^, z,) + 2kf:y{x^, y^, z^) + A'^ f;^ (x^, y^, ^o) + - • •] 
+ • « =0, 

um dos quaes coincide com (a?o, 3/^, ^J, a qual mostra que n^este ponto estão reunidas duas 
intersecções, pelo menos, da recta com a superfície, quando A e B satisfazem á condição 

/JK 3/o> ^o) + A/;(\, ?/„ z^) + Bf,{xo, y,, z^)^0, 

Eleminando A e B entre esta equação e as da recta, vê-se que todas as rectas que satis- 
fazem á condição indicada estão situadas no plano representado pela equação 

/^(^o? 3/0^ ^o)(^-^o)+/i(^o> 3/0' ^o)(3/-3/o)+/^(^o, 3/0^ Zo){z-Z^) = 0, 

isto ó, no plano tangente (n.° 94) á superfície no ponto (x^^ y^^ z^). 
Se porém for 

f- (^0, 3/0? ^0) = O, /; {x^, y,, 2;,) = o, /: {x^, %, z^) = o, 
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não existe plano tangente, e todas as rectas que passam pelo ponto considerado têem duas,: 
pelo menos, das suas intersecções com á superfície reunidas no ponto (0?^, y^, z^). 

Entre as rectas que, n'este caso, passam pelo ponto (x^^ y^, Zq) convém notar aquellas 
cujos coefíicientes angulares satisfazem á condição 

as quaes têem três das suas intersecções com a curva reunidas no ponto considerado. Eli- 
minando A e B entre esta equação e as das rectas, obtem-se a equação 

fZ {^0, 3/0» ^0) {^ — ^of + 2 f^y K, y,, ^0) (^ — ^0) {y - y,) +fyy {^^^ y,, z^){y—y^Y+.,, = o, 

a qual representa um cone de segunda ordenij que se diz tangente d superficie no ponto 
(íi?o, yoy z^), N'este caso 0^ ponto (íCq, y^^ ^o) diz-se duplo 

Se todas as derivadas parciaes de primeira e de segunda ordem de f(x^ y^ z) forem nullas 
no ponto (cUq, 3/^, z^) e alguma derivada de terceira o não for, o ponto diz-se triplo^ e vê-se 
do mesmo modo que existe um cone de terceira ordem que é o logar geométrico de todas as 
rectas que têem, pelo menos, três das suas intersecções com a superfície reunidas em (x^^^ ?/o, z^. 

Em geral;, se as derivadas parciaes de f [x^ y, z) até á ordem 7i forem todas nullas no 
ponto (xq^ y^y Zq) e alguma das de ordem n-\-l for differente de zero, este ponto diz-se míd- 
tiplo de ordem n^ e existe um cone de ordem n que é o logar geométrico das rectas que têem 
n^ pelo menos, das suas intersecções com a superfície reunidas no referido ponto. 

Os pontos múltiplos e os pontos da superfície considerada em que a doutrina precedente 
não tem logar, por não lhe ser applicavel o desenvolvimento pela fórmula de Taylor de que 
se partiu, dizem-se singulares, 

146. Pontos singidares das curvas enviezadas. — Consideremos a curva representada 

pelas equações f(x^ y^ ^) = O? F (x^ y^ z)=0 e um ponto (a?^, y^, z^) situado sobre ella, e 
escrevam-se estas equações do modo seguinte : 



^íl + zí2 + . . . = O, vi + V'^z + ' " = 0^ 



onde 



ui==fU^o^ 2/0, z;}{x-x^)+fy(xo, 2/0) ^o)(y—yo)+fU^o7 3/07 ^o)(^-^o)j 

6 onde ui, V2, ... representam as funcções que se obtêem mudando nas expressões prece- 
dentes a lettra / pela lettra F. 

Posto isto, viu-se no n.*^ 92 que a tangente á curva considerada no ponto (x^y y^, ^^) é 



Hosted by 



Google 



309 



dada pelas equações U{ = e vi^O, que representam os planos tangentes ás duas superfícies 
que entram na sua definição. Se porém estes planos tangentes coincidem, o que tem logar 
quando (íc^,, 3/^, z^^) satisfaz ás condições 

os dois planos nao determinam recta alguma, e o ponto diz-se singular. Considerando então 
a superfície representada pela equação 

U^2 — 1'2 + ^^3 — ^'3 + . • • =0, 

a qual passa pela curva dada, o cone de segunda ordem representado pela equação 

o qual é formado pelas rectas que têem três, pt^lo menos, das suas intersecções com a super- 
fície precedente reunidas em (íc^,, ?/^, z^), e o plano ^^l = O, tangente ás superfícies dadas, 
cortam-se segundo duas rectas que se dizem tangentes á curva, e o ponto diz-se duplo. 

Se for também ii% = v^^ o plano Ui=0 e o cone de terceira ordem representado pela 
equação ií3— 'í;3 = cortam-se segundo três rectas, que se dizem tangentes á curva no ponto 
(íC(,, í/o, z^j e este ponto diz-se triplo. 

Não continuaremos esta discussão, que é fácil, e terminaremos observando que a doutrina 
precedente só é applicavel ao ponto (íc^, y^^ z^) quando os desenvolvimentos pela fórmula de 
Taylor de que se partiu têem logar n'este ponto. 
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CAPITULO VII 



I^ixiicooos cleílniclas por* series. Singixlariclacies das íixnccôes 



Fimeçoes definidas por series 

147. Vamos n'este Capitulo estudar as funcçoes definidas por series, para estabelecer 
as condições da sua continuidade e achar as suas derivadas. Em seguida formaremos, por 
meio d'estas funcçoes, exemplos das singularidades mais importantes, relativamente á conti- 
nuidade e ás derivadas, que as funcçoes apresentam. 

148. Continuidade das funcçoes definidas por series, — A este respeito vamos demonstrar 
o seguinte : 

Theorema. Se a serie 

(1) f{x) =fl (X) +fi (x) + .. .+/„ (x) +. . . 

for uniformemente convergente em um infervallo comprehendido entre dois números dados^ a 
fiuncção f(x) é continua nos pontos doeste intervallo em que as funcçoes /i (íc), fi{x)^ etc. são 

continuas. 

Seja a um d'estes pontos. Por ser uniformemente convergente a serie anterior, a cada 

valor da quantidade positiva ^, por mais pequeno que seja, corresponde (n.^ 26) um numero 

m tal que será 



íí=m-|-l 



qualquer que seja o valor de h, com a condição de a-\-^ pertencer ao intervallo considerado. 
Mas, por ser continua no ponto a a somma (n.^ 36) 

Pm {^) =/l {^) + /s 'X) + . . . + /7W (íc)j 
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póde-se sempre dar a s um valor positivo tal que a desegualdade 



|P™(a + Ã)-P„(«)|<4-S 



seja satisfeita por todos os valores de h que satisfazem á condição |ã| <£ (n." 36-1.") 
D'estas desegualdades e da egualdade 



/(« + 7i)-/(«) = P,„(a + ;í)_P„(«)+ S /„(« + A)_ S /„(«) 

conchie-se pois que, por mais paqueno que seja o valor que se attribna a ^5 ha sempre um 
valor de s tal que a desegualdade 

|/(a + /^)-/(a)|<y + ^ + -- 

é satisfeita por todos os valores de h que satisfazem á condição \h\<z. Logo a funcção é 
continua no ponto a, 

149, Derivadas das funcqões definidas por series, — Principiaremos o que temos a dizer 
sobre as derivadas das funcções definidas por series, fazendo notar que as series cujos ter- 
mos são as derivadas dos termos de uma serie convergente, pode ser divergente. Assim a 

serie S ( — 1)^^ é convergente quando é íc== 1, em quanto que a serie S ( — 1)'^ íc^~^, formada 

pelas derivadas dos seus termos, é n^este caso divergente. Posto isto, vamos demonstrar o 
seguinte : 

Theorema. Se a serie (1) for convergente em um intervallo comprehendido entre dois nii- 
meros dadosj, e se no mesmo intervallo for uniformemente convergente a serie ^f"n {oo)^ formada 
pelas derivadas dos termos da precedente^ a funcção f{x) admitte derivada e temos 

f(x)==fUoo)+f,ix)+. . .+f,;H+. . . 

710 intervallo considerado. 

Seja a um valor qualquer de x^ pertencente ao intervallo considerado, e ponhamos para 
brevidade 

R{x)= S f,{x), RiH== S f:,{x). 
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Teremos 



^ — ^fn W == ^ 



1 



s 

1 1 

fn(ct + h)-'fn{a) 



~fn (ci + ^) — /^ (a) 



-fn{d) 



/n(«) 



m-)-j9 



+ S [/,;(a + eÃ)-/;(a)]- 



R(6^ + A) R(a) 
R(a + A) E(a) 



m-j-l 



• Ri (a) 



-Ri(«), 



onde ^ representa uma quantidade positiva menor do que a unidade. 

Por ser uniformemente convergente a serie S/^(a?) no intervallo considerado^ se dermos 
a ^ um valor tao pequeno quanto se queira, podemos determinar um valor correspondente 
para m tal que as desegualdades 



m-\-p j 

^ /» («) < 

m+l I 



TÕ' 



S /„'(a + tó) 

mfl 



<TÕ 



sejam satisfeitas por todos os valores do inteiro^ e por todos os valores de h^ com a con- 
dição de a-\-}i pertencer ao intervallo considerado. Logo a desegualdade 



m-]-p 

S [/,;(a + 9Ã)-/;(a)] 



< 



l 



é também satisfeita pelos mesmos valores de p e h. 
Por outra parte, por ser 



Ijfii (ci) = lim 2 

1 h=0 i 



fn (a + h) —fn (a) 



podemos concluir que existe um valor ki tal que a desegualdade 

~fn(a + h)—fn (a) 



-fn («) 



< 



(onde m tem um valor finito anteriormente determinado) é satisfeita por todos os valores de h 
que satisfazem á condição \h\<.ki. 

Finalmente, por serem convergentes as series S/^ (íc) e Hfn(x)^ a cada valor de k cor- 
responderá um valor de p tal que será 



|R(a + /^) 
h I 



<r 



R(a) 



h 



<^' iRi(a)!<-^ 



Das desegualdades precedentes e da egualdade de que se partiu, conclue-se que, dando 

00 
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a 'ò um valor tão pequeno quanto se queira ^ ha sempre um valor correspondente hi tal que 
a desegualdade 



f(a + h)-f(a) ^ 

h X-'"^' 



5 ■ 5^5^5^5 



será satisfeita pelos valores de h que satisfazem á condição |ã|<;ãi; e, portanto, teremos 



que é o que se queria demonstrar. 

II 

Siiigiilàriílades de ai guinas f micções 

lS©o Funcçoes discontínuas em pontos isolados. — Uma funcção /(íc), definida na visi- 
nhança do ponto a^ é discontinua no ponto x = a^ quando n'este ponto se torna infinita ou 
passa de um valor a outro. Da primeira espécie de discontinuidade temos até aqai encontrado 
exemplos nas funcçoes racionaes, quando a é raiz do denominador, na funcção tango?, quando 

é íe = fA: + — tt), h representando um numero inteiro, etc. Para exemplo da segunda espécie 

de discontinuidade, da qual não oíferecem exemplo as funcçoes que até aqui temos estudado, 
apresentarei a funcção definida pela serie seguinte: 

l — x , 2íc(l— a?) , 2x^-Ul — x) , 



Com effeito, temos evidentemente 



1+ÍC"^ ' l+CC^^ 

1 1 x'''--^{l—x) 



1 + cc^ 1 + x"^'-^ (1 -f X''') ( 1 + íc^^-1) 
1 _ 1 x'^'-^{l—x) 

I + ÍC^-^ — 1 -f ítjm-2 + (l-|-cc^i-l)(l-[-íc'^^-2)' 

1 1 x{\~-x) 

"T+íê^^ 1+0? "^ (l^-x^-){l-\-xy 
1 1 1-íc 



l+oj 2 ' 2(1+0?) 



Hosted by 



Google 



815 

d'onde se tira 

1 — X''' 2{\—x) 2x(l—x) . , 2cc"^-'i (1 — x) 



e portanto 



1 + x^ 2(H-cc) {l + x){l+x^) " {1 -f- x'''-'^) {l {-x''')'' 
1 — x'" ^ ^ xJ'-'^ (1 — x) 



lira 



- = 2 E 



=^ 1+^- ;,^l(H-í^'^-0(l+X^O 



D'esta egualdade conelue-se que a fimcção considerada é egual a + 1, se o valor absoluto 
de íc é menor do que a unidade^ que é egual a — 1, se o valor absoluto de x é maior do que 
a unidade, que é egual a zero, se ó íc = 1, e que é egual ao infinito, se é x = — l. A funcyào 
é pois discontinua no ponto x-=l, onde passa do valor + 1 ao valor — 1, e no ponto x = — ] 
onde é infinita. 

151. Condensação das singularidades . — As funcçoes que até aqui temos encontrado 
apresentam em um intervallo finito um numero finito de pontos em que são discontinuas. Ha 
porém funcçoes que, em um intervallo finito, sâo discontinuas em um numero infinito de pon- 
tos, separados por outros em que são continuas, e ha funcçoes que, em um intervallo finito, 
são discontinuas em todos os pontos. Para formar funcçoes d'esta natureza, póde-se seguir 
um methodo, devido a Hankel (*) e por elle chamado methodo da condensoção das singulari- 
dades^ por meio do qual, partindo de uma funcção com um numero limitado de singulari- 
dades, se forma uma funcção com infinitas singularidades. Vamos aqui expor a parte funda- 
mental d'este methodO; que se pode estudar desenvolvidamente no excellente livro de Dini : 
Fundamenii per la teórica delle funzione di variabili reali. 

I. Eepresente-se por cp(?/) uma funcção de y que no intervallo entre y = — 1 e^ = + l, 
o ponto O sendo exceptuado, seja continua e menor do que uma quantidade M, que no ponto 
y = seja nulla e que, quando y tende para zero passando separadamente por valores posi- 
tivos e negativos, tenda para um limite diíFerente de zero, ou para dois limites, um dos quaes, 
pelo menos, seja diíferente de zero. 

A funcção cp (senjpTccc), onde p é inteiro, será nulla e discontinua nos pontos onde^ = — 
[m inteiro), e será continua nos outros pontos. 
N^estes últimos pontos, a funcção 

(1) f(x)== S A^ Cp (sen wTTíc) 

71=1 . 



(*) Hankel: — Untersuchungen liber die unendlích oft oscillirenden und unsteligen Functionen — Tubingue, 
1870. 
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é também continua, se Ai, A2, ete. representarem quantidades positivas taes que seja con- 

GC 

vergente a serie S A^. Com effeito, n'este caso, a cada valor de ^, por mais pequeno que 

1 
seja, corresponde um valor «i de a tal que a desegualdade 

S MA,<8 

n=a-\-i 



é satisfeita quando a>cíi. Logo a desegualdade 



Is Anf (sen mzx) 

n=a-\-l 



<5 



é também satisfeita pelos mesmos valores de a. A serie (1) é pois uniformemente convergente, 
e portanto a funcçâo/(íc) é continua (n.° 148) nos pontos considerados. 

Consideremos agora os pontos em que a fancção (D(senp%x) é discontinua; e seja primeira- 
mente m um numero par. 

Pondo n = ap-\~hj onde ò representa um numero inteiro menor do que jo^ temos 



^(7)= 



SA 



ap^b^ 



. (ap ~\~h) — 7: í 
P J 



onde S representa uma somma que se refere a todos os valores inteiros e positivos de a e 6^ 
excluindo os termos correspondentes a 5 = 0, os quaes são nuUos. 
Do mesmo modo temos 



/(y + ^) = ^^«i^-í-í'? 



sen 



(^ap + ^í^ + hy]^ 



ou, separando os termos correspondentes a S = O, 

(171 \ / 772 \ n ^ 

— + /z] = SA,^_^i,çp sen(a2-9 + &)( \-h]%\+ S Ãap^{^e-n.ajph%). 



Loero temos 



sen {ap + ò) y — --\-^i) ^ 



+ S Aa^çp(senap/z7t) 



m 



sen (ap -\-b) — ir 



a=l 



Mas, empregando uma analyse semelhante á que foi usada precedentemente para de- 
iDonstrar que a fancção definida pela serie (1) é continua quando x ó irracional, vê-se que a 



m 



funcção SAa^_|_5 (p [sen (ap -}- 5) Ticc] ó continua no ponto x = — , quando b diíferente de zero, e 
que é, portanto, r 



lim cp 
^=0 



sen 



/ Dl \ I I TÍX 

(ap + h)[--+ hj TcJ = cp [^sen {ap + ^) — 't 
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Vem pois 



iim 

h=i) 






Quer h tenda para zero passando por valores positivos, quer h tenda para zero passando 
por valores negativos, da uniformidade de convergência da serie 



S Aap íp (sen aph%)^ 



a=l 



na visinhança do ponto h==Oj conclue-se que, por mais pequeno que seja o valor que se dê 
a 8, ha sempre um valor cti tal que a desegualdade 



S Aap<f(^Qnaph%) 
a=a-\-l 



<^ 



é satisfeita pelos valores de a superiores a ai, qualquer que seja o valor que se dê a h^ entre 
certos limites. 

Por outra parte, por ser convergente a serie ^Aap^ existe um numero a% tal que a desegual- 
dade 



lim cp (sen aph%) S A^ 

h=0 a=a4-i 



<M 



S A. 

a=a-{-i 



ap 



<■ 



é satisfeita pelos valores de a superiores a ccá. 

Logo as duas desegualdades precedentes são satisfeitas simultaneamente pelos valores de 
a superiores a «i e a^. 

Por outra parte, existe sempre um valor hi tal que a desegualdade 



2 Aap Cp (sen aphiz) — lim (p (sen aphií) S Aap 



< 



ã 



é satisfeita pelos valores de h que verificam a condição \h\<^hic 
D'estas três desegualdades resulta 



S Aap íp (sen aphTí) — lim cp (sen aphií) S A^ 



a=i 



^=0 



a=l 



<5, 



quando | A | < Ai ; e portanto temos 



lim 2 Aap íp (sen aphiz) = lim cp (sen aphiz) S Aap^ 

h=0 a=i h=0 ' a=l 



lim 

A=0 






-/( — j = lim cp (sen opAx) S Aap» 

\p / J /í=o a=l 
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Como, por hypothese, um pelo menos dos dois valores de lim (p (sen aph%)^ corres- 
ponientes um a valores positivos e outro a valores negativos de h^ é differente de zero, a 

TU 

{\incça>o f (x) é discontinua nos pontos onde x = — . 

P 
Por uma analyse semelhante se mostra que a funcção/(cc) é discontinua nos pontos onde 

x = — , quando m e impar. 

Logo a funcção/(cc) é continua nos pontos em que x é irracional^ e é discontinua nos 
pontos em que x é racional. 

Para applicar o methodo anterior, é necessário formar uma funcçâo cp (y) que satisfaça ás 
condições impostas anteriormente a esta funcção. Pode servir para este fim a seguinte: 

^^'^>- ^,Í, [(2/+l)" + l][(t/ + lf-* + l]' 

que se deduz da serie que considerámos no n.® 150, pondo x = y-\-l. 

Com effeito, sendo aquella serie egual a +1, O ou — 1, segundo é cc < 1 , x = l ou í«> 1, 

será esta egual a +1? O ou —1, segundo é ^<0, y = ou y>0. 
Temos pois a funcçao 

^/ . ^ A í^ 2 sen n%x (sen nizx -^ 1)^~^ 

f(x) = -' S A,, S 



,,=1 '%,=i[(sennTO + l/ + lJ[(sen7i7tíc-f-iy'^-^ + l]' 

que é continua nos pontos onde x é irracional e que é discontinua nos pontos onde x é ra- 
cional. 

II. Partindo da serie que vimos de empregar, podemos formar agora uma funcção total- 
mente discontinua em um intervallo finito. Com effeito, a somma da serie 

1 



n=i n 1 [cp (sen?i'jríc)]^ 

é egual a S — - = e— 1, quando x é um numero irracional, e é infinita, quando x é racional, 
porque no primeiro caso a funcção [(f (sen n%x)Y e egual a + 1, e no segundo caso é nulla 
quando n=p e x = — . Logo a funcção 

f(^) = -^ ^ 



2 

1 n ! [çp (sen nizx)]'^ 
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é egual a zero, quando x ó racional, e é egual a +1, quando x ó irracional; e portanto é 
totalmente discontinua em um intervallo qualquer. 

1^2. Exemplo de uma funcção continua que não tem derivada. — Pelo methodo de Hankel 
podem formar-se funcçoes continuas com um numero infinito de pontos onde não têem deri- 
vada. Não entraremos porém aqui n'esta parte do methodo de condensação das singulari- 
dades, e limitar-nos-hemos a apresentar um exemplo (^) de uma funcção continua que não tem 
derivada em ponto algum^ devido a Weierstrass, que trataremos pela mesma analyse que 
este eminente geometra (Jornal de Crelle^ tom. 79). Esta funcção ó a seguinte 

00 

f{x)= S 5^ cos a^cnr, 

onde a^ que representa um inteiro positivo impar, e h^ que representa um numero positivo menor 

2 % 

do que a unidade, devem ser escolhidos de modo que seja | «5 > 1 e -õ-> ~t — h* 

A serie que define f{x) ó uniformemente convergente, qualquer que seja o valor de x. 
Com eíFeito, por ser convergente a progressão Yb^\ a cada valor de ^, por mais pequeno que 
seja, corresponde um valor mi, tal que a desegualdade 

m-\-p 
í2=m-f-'l 

ó satisfeita quando m>77ii. Logo a desegualdade 



m-\-p 

S 6^ cos a^x% 

n=m-\-i 



<Õ 



ó também satisfeita pelos mesmos valores de nij, qualquer que seja x^ e a serie é portanto 
uniformemente convergente. 

Doeste facto e de ser cada termo da serie uma funcção continua de x conclue-se (n.° 148) 
que a funcção /(a?) é continua. 

Posto isto, vejamos como Weierstrass demonstra que esta funcção não tem derivada. 

Represente Xq um valor qualquer de cc, m um numero inteiro positivo e a^n um numero 
inteiro tal que seja 

1 ^ =1_ 



(1) Vejam-se outros exemplos no importante trabalho de Darboux intitulado — Mémoire sur les fonctions 
discontinues {Annales scientifiques de VEcole Normale Supérieure de Paris^ 1875). 

A memoria célebre que Eiemann consagrou á theoria das series trigonométricas inspirou uma grande parte 
dos exemplos das funcçoes sem derivada que têem sido dados. 



Hosted by 



Google 



320 



Eepresentando a differença a'^XQ — a^ por x^^i e pondo 



a?^ == , x' = 5 



vem 






i ~\- íCín+l ^// ^ ^ *^m-\-i . 



7.W ' 






O - ^m ? 



d'onde se conclue que Xq está compreliendido entre x' e a:?^^, e que se pode dar a m um valor 
tao grande que x' e cc^^ diffiram de Xç^ tão pouco quanto se queira. 
Por outra parte, temos 



/(^0-/(^o) ^ I A ^ cos g^í^^TT - cos a%7i \ _ ^^ ^ g 

í»' — Í^O ^=0 \ /r>^ _ o. / ' 



.T' — CCn 



pondo 



m — 1 



cos a"íc ti: — cos crxQTí 
á^ (x^ — Xq) 



y ■ ízm-\-n ^^^ CL'^'^^ OS^T^ — COS a^^+^ XqK 
n=0 \ «^ <^o 



Por ser 



cos (a**íc^) Ti — cos (a^Xo)!: 



Cl IX o) 



= — Ttsen a 



, . .sen la'^— ^-^ITT 



temos ainda 



Como é 



X Xf\ 

n ' yj 

2 



<1, 



sen \ a" ^ — -■ ] % 



X Xf\ 

a« — -..c— ^n 



<1, 



m—i 



temos também 



' n=0 a6 — 1' 



COS a"^-N ít-^Ti = cos a^ (a,^ _ 1) tu = — (— 1 ) "", 

cos a^'^+^^ CCqTI: = cos («^ CXm + a^íC^n-l-l) 11: = (— 1) '"^ cos a^Xm-^ilZj 






e, por serem positivos todos os termos da somma E que entra no segundo membro d'esta 
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2 
egualdade, e o primeiro termo não ser menor do que -^ (visto que ccm+i está comprehendido 

entre -le|), 

(_lf'»B>|-(aò)». 



Logo 



B=-(-if"'|--i(«^r> ^=(-1)"" -^^ w 



onde '/j representa um numero positivo, maior do que a unidade, e e uma quantidade com- 
prehendida entre +1 e — 1. 
Temos pois 

Do mesmo modo se acha 

2 ir 
Dando pois a a e 6 valores taes que seja -õ~>-^^ r, conclue-se das egualdades prece- 

dentes que as razões que entram nos seus primeiros membros, tendem para + ^o e — go, 
quando m tende para o iofinito e, portanto, quando x' e x'^ tendem para ^'q. Logo a funeção 
f{x) não tem derivada em ponto algum íTq. 



PP 
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CAPITULO Vlll 



F^iixccoes cie varria veis imagiiiar^ias 



Befliliçoes e priíicipios geraes 

J53« Tendo de tratar agora das funcções de variáveis imaginarias, recordemos primeira- 
mente que toda a variável imaginaria z=x-^iy pode ser representada por um ponto ciyas 
coordenadas cartesianas são x o^ y; ■ e, portanto, que podemos falar no ponto z^ quando nos 
quizermos referir ao ponto (x^ y). 

Seja 

/(^) = cp(a?, 3/) + ^c|;fe y) 

uma funcçao da variável z = x-\-iy. Mudemos n'esta funcção x em x-\-h e y em y-^-k e 
supponhamos que a razão 

f(z + k + ik)-f(z) 



h -r- ik 

tende para um limite determinado /^ (;<;), quando h-^-ih tende de qualquer modo para zero^ 
mesmo quando uma das quantidades h e k é nulla. Este limite chama-se, como no caso ãsLB 
variáveis reaes, derivada de f{z). 

Por ser o limite da razão precedente o mesmo, quando f{z) tem derivada, quer h e h 
sejam differentes de zero, quer uma d'estas quantidades seja nulJa, temos 

o{x-\-]i, y) + z^ {x 4- K j/) — [<f (oc, y) + i^ fe y)] __r,f. 
um 7 j [Z)^ 

. o{x,y-[- k) + i^ {x, y + k) - [cp {x, y) + v^ {x, yi)] _ 
um — —j [^z)^ 

A=0 ^/^ 
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e portanto 



cVonde se deduz 



ou 



d(f 6c|; . f 5'f , . ôc[; 






(1) 



d?/ d?/ L dx dx 






Temos assim duas condições a que devem satisfazer as funcções (ç (x^ y) e ^ (x^ y)^ para 
que f{z) tenha derivada. 

Accrescentaremos ainda que a primeira das equações (a) faz ver que^ se f (íí) for uma 

dç dò , 
funcção continua de z^ -^ e -^ sao funcções continuas de x e y. 

. , . d(D dò 

A proposição reciproca da precedente é verdadeira. Se -^- - e -~- representarem funcções 

"continuas de x e y^ SiS egualdades (n.° 68-2.'^) 

(^{x + h, y + k) = '^{x, y)^h-^-^r h -- ^ + aih + a^k, 

cx (jy 

^(x + K y^-k)^^{x, y) + h^-^rh^ + h^i + hK 

onde a, cíj, p, Pi representam quantidades infinitamente pequenas com h e k^ dão, attendendo 
á fórmulas (1), 

? {x + h, y + k)-{- i^ (x + A, 3/ + k) — [cp (a?, ij) + ^c[J (a?, 3/)] 

^ (i + '' í ) ^^' + ^'^') + ^^'^ + '^'^ ^' + (^-^ + '^'^ ^'' 

Temos pois, dividindo os dois membros d'esta egualdade por li^ik e attendendo a que o 
primeiro membro da nova egualdade tende para /' (2;), quando liA^ik tende para zero, 

ou, attendendo a que «i, «g, pi e Pa tendem para zero e a que os módulos de - - 

e -7—, — ~ são ififferiores á unidade, 
h-j-tk 
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Logo, se a funcção/(2) satisfaz ás condições (1) e se -^ e -^ são funcçoes continuas 
de cc e y^ a funcção / (^) tem derivada. 

Accrescentaremos que esta fórmula determina a derivada e mostra que /' (z) ó uma funcção 
continua de z no caso considerado. 

154. E faoil de ver que o que se disse no n.^ 61 a respeito da derivação das sommas, 
productos, quocientes e funcçoes de funcçoes tem ainda logar no caso das funcçoes de variá- 
veis imaginarias. Estamos pois reduzidos a considerar as funcçoes simples. 

1) E fácil de ver que a derivada de a + z é +1, e que a derivada de 6^ ó ò. 

2) A derivada de e^ obtem-se applicando a fórmula (2) á funcção 

ii = e^=-- e^'^^y = é^ (cos y + i sen 3/), 

que dá u' = e^. 

3) A derivada de cada ramo da funcção log^s obtem-se applicando também a fórmula (2) 
á funcção 

u = log 2 = — log (x'^ + 3/^) -\~ i are tang — ; 

que dá «'=1, como no caso das variáveis reaes. 

^ z 

4) A derivada de 2^^ acha-se, pondo, como se fez no n.^ 62^ z^^ = e^^^^^^ e é egual a mz'^—^. 

As outras funcçoes dependem das anteriores, e porisso acham-se facilmente as suas deri- 
vadas, e vê se que as regras dadas, para as formar no caso das variáveis reaes, subsistem 
no caso das variáveis imaginarias. 

155. Se, entre cada grupo de dois pontos de uma região A do plano, onde estão repre- 
sentados os valores de z^ se poder traçar uma linha continua que não corte o seu contornOj 
a região considerada diz-se uma área continua, 'èo^ em todos os pontos d'esta região f (z) tem 
uma derivada, diz-se que/(2;) é uma funcção monogenea ou uma funcção analytica de z na 
área A, A área A pôde abranger todo o plano, como acontece, por exemplo, no caso das 
funcçoes e^^ sen z^ etc. 

A funcção monogenea / (2;) diz-se uniforme na área A, quando a cada ponto z da área 
corresponde um único valor da funcção (^}. 



(1) A tlieoria geral das funcçoes de variáveis imaginarias foi fundada principalmente por Cauchy, que 
consagrou a esta tlieoria muitos dos seus mais importantes trabalhos. Depois occuparam-se d'ella m.uitos 
geómetras eminentes, á frente dos quaes estão Riemann e Weierstrass. Para a estudar têem sido empregados 
por alguns geómetras methodos fundados na theoria das series, e por outros methodos pertencentes ao Cal- 
culo integral. Aqui vamos applicar os primeiros ao estudo de algumas questões relativas áquellas funcçoes; 
depois, em outro logar d'esta obra, faremos applicaçoes dos segundos ao estudo de outras. 
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A respeito das definições precedentes faremos as observações seguintes: 

1/ Uma funcçao monogenea em uma área A pode ser uma parte de outra funcção mo- 

nogenea em uma área que contenha a primeira. Assim, por exemplo, a funcção definida pela 

serie 

l+z + z^ + z^ + ,.,, 
convergente quando é |2|<l5 faz parte da funcção , monogenea em todo o plano, ex- 

X Z 

cepto no ponto z=l. 

Do mesmo modo, a funcção definida pela serie 

/(^)=F(.)-^+(.-«-i)[(^^-,4-^3+---; 

é egual a F (^), quando |^— a)|>l, e é egual ao infinito, quando \z — a\<C.l. Logo se F (2;) 
representa uma funcção monogenea em todo o plano, / (2) representa uma parte d'essa funcção 
monogenea. 

2.^ Uma funcção de uma variável imaginaria z pode ser monogenea só em parte da área 
em que é determinada. Tem, por exemplo, esta propriedade a funcção (*) 

00 ^^n 

/(2)= Sè /, 

quando a^ que representa um numero inteiro positivo impar, e h^ que representa uma quan- 

2 71 ' 

tidade positiva menor do que a unidade, satisfazem ás condições cí&> 1 e -õ-> —7 7-- Com 

o CIO — 1 

effeito, a serie considerada é convergente quando é | 2 | ^ 1. Em todos os pontos que satis- 
fazem á condição |2;|<;i, a funcção tem uma derivada finita, como adiante veremos. Nos 
pontos que satisfazem á condição |^ | ^ 1, a funcção não tem derivada, visto que, substituindo 
a variável z por cos 03 + ^ sen co, vem 

00 
f{z) = 'E> h'' [cos (a" 03) + i sen (a"oj>)], 



e a funcção XI 6" cos (a*'a)) não tem derivada (n.*^ 152) relativamente a co. 
o 
Accrescentaremos ainda que se vê, raciocinando como no n.° 148, que a funcção /(£;) é 



i}) Weierstrass: — Zur Functionenkhre {MonatsheiHcht der K. Akademie zu Berliii) Ic 
Veja-se outro exemplo em um artigo que publicámos no tom xvn do Bulleiiih des sciences mathéma fiques^ 
trauscripto no tom. 11 das nossas Obras sobre mathematica. 
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continua mesmo na circumferencia do circulo de raio egual á unidade, e que portanto os va- 
lores que a funcção toma n'esta circumferencia dependem dos valores que toma no seu inte- 
rior; porisso não existe funcçao alguma monogenea em uma área continua, que contenha no 
seu interior o circulo considerado, a qual coincida com a precedente no interior d'este cir- 
culo, e a serie precedente representa portanto uma funcção analytica completa. 

3.^ Quando a região do plano em que uma expressão analytica f(z) ó determinada, se 
compõe de muitas áreas separadas, f(z) pode representar, n'estas diflferentes áreas, diffe- 
rentes funcções monogeneas completamente independentes. Esta observação importante foi 
demonstrada por Weierstrass da maneira seguinte. 

Seja (D (z) uma expressão egual a +Í? quando |2|<1, e egual a — 1, quando |2|>]. 
Pondo 

^q{z) = ^ , hi{z) = — , 

a expressão Fq (s) + Fi (z) cp (z) é egual a /i (a;), quando | 2 | < 1, e é egual a fi (^), quando 

Ha varias expressões analyticas que satisfazem ás condições impostas a f(z)'^ aqui em- 
pregaremos a expressão (*) 

considerada no n." 150. Com eíFeito, vê-se por meio da analyse empregada no numero citado, 
que temos 

,, ,. 1-0™ 

quer z seja real, quer seja imaginário; e d'esta egiialdade resulta que cp,(^) = l, quando l^] <1, 
e que cp (^) == — 1, quando | 2; | > 1 . 

Ha muitos outros modos de formar expressões analyticas que satisfazem ás condições do 
theorema enunciado. Aqui exporemos ainda um, devido a Lerch, professor na Universidade 
de Fribourg(^). 

Sejam Ui e u<^ duas funcções monogeneas independentes, e consideremos a fracção continua 

/ {z) = ^íl + W2 — 



U[-\-U^- 



Ui-\-U<í — , 



(^) Esta expressão é reciproca de outra considerada pelos srs. Schrõder e Tannery. Veja-se um artigo 
que a esto respeito publiquei no Bulletin des sciences mathématiques, tom. xxir, transcripto no tom. 11 das 
Obras sobre mathemaiica, 

(^) Bulletin des sciences mathématiques , 2.^ série, tom. x. 
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cujaB convergentes c^-^i e c^ estão ligadas pela relação 



Ui W2 



OU 



CnJ^i—U{ m Cn — Ui 



C^-|_l — U<^ Ui Cn — U<2, 



Cn—Ui U<^ Cn-i — Ui C^-i — Ui Ui C„_.2 — Ui ^ 

— . — . etc 

Cn — ^^2 Ui Cr^_i — U^ ' C„_i — U^ U{ Gn—2 — ^^2 ' ' ' 



Cn^i—Uj __ / ^2 \ ^+* Cp — Ui __ ím\ ""-^^ 



d'onde resulta 



e portanto 



C^_j_l — U2 \Ui/ Cq — U^i \ Ui 

visto ser Cq = wi + ?^2. 

D'esta egualdade conclue-se que é, para n=cc^ lim c^_|_i=z^i, se \u2 |<|^íl|, e limc,i_|_,l = ^^2, 
se I tf2 ! > I yi I ; isto é, que a expressão f(z) representa Ui na área onde é 1 1^2 j < j ^^i |j e que 
representa m na área onde ó | ^^2 1 > | ui j. 



II 
Extensão da fórmula de Taylor ás f micções de Yariayeis iiiiagiiiaiias 

150. Seja s = p (cos (O ^-^ sen a)) = pe^^ uma variável complexa, que suppomos descrever, 
quando varia, uma recta que passa pela origem das coordenadas e faz um angulo o) com o 
eixo das abscissas, e seja 

F(.)=F(pe'-) = cp(p)+*<{>(p) 

uma funcção d'esta variável, que suppomos admittir derivadas finitas até á ordem n^ para 
todos os valores que toma 2;^ quando varia desde O até z. Teremos (n.^ 113), desenvolvendo 
cp (p) e cj;(p) pela formula de Maclaurin, 



n—i 

S - 



F {£) = F (0) + S^ -^ [cpW (0) + í(Í.W(0)] + R„, 



R»= , J" ^ [(1 - eo"-" cp(") (Sip) +t(i - 62)»-'» (|í'«) (e.p)]. 
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Temos porém, derivando FJ^z) a vezes relativamente a p, 

e, por ser 
temos também 

^nm Yin) ^Qiz) = (p(») (6ip) + íc};'^) (ôjp), 
e^uo. p(n) (19.^^) _ ,^(n) (^2p) + icj;('^) (<92p). 

Logo('i) 

(1 F (.) = F (0) + 's' -^ F(^) (0) + Rn , 

a=i ^ ' 

(72 — 1 ) ! m ' V / \ (72 — 1 j ! m -^ ' V 

Pondo na expressão de K^^ 

zn^Bé\ ^-p — V-^FW(^i2) = C6% ^ — :'é^— FN(M = D6^'^, 

•^ (72 — 1) ! 77?. "^ ^ [71 — Ijlrn ^ \ ' 

pôde dar- se-lhe a forma 

R;, = BC cos ih + c) -1- BDí^ sen (ò + a^j = ^é\ 
onde 

H2 = B^C^ cos2 (6 + c) +B2D2 sen^ (j ^ ^), 

Suppondo agora C^D, temos W^2WQr^ e portanto H = XBC i/2, onde \ representa 
um factor positivo, egiial ou inferior á unidade. 
Logo temos a fórmula 

(2) K„ = l v/2g'>^- '"/' ;/ FW (9,s), 

(72— l)!7?l ^ -^^ 

onde a = A — b — c. 

Se for D > C, deraonstra-se esta fórmula do mesmo modo, pondo H=^XBD t/2. 



Q) Pelas notações 1 [A] e | [A] representam -se a parte real e o coefíiciente de i em A. 

QQ 



Hosted by 



Google 



330 



Applicando as fórmulas (1) e (2) á funcção f(z-\-z^ e mudando no resultado z em Z — ^q, 
vem a fórmula 

qae tem logar quando as funcções /(a;), f^ {z)^ ..., fí*^) (2) são finitas para todos os valores 
que toma z^, quando varia desde Zç^ até Z, descrevendo a recta que une os pontos correspon- 
dentes. 

A fórmula precedente é, como se vê, a fórmula de Taylor, que foi demonstrada primeiro 
no caso das variáveis reaes, e que foi estendida por Caucliy ao caso das variáveis imagi- 
narias (*). A expressão do resto E^^ que vimos de acliar^, é a expressão devida a Darboux (^), 
com a forma que lhe deu Mansion(^). 

ISf. Desenvolvimento do binómio, — Applicando a fórmula de Taylor á funcção u=={l +2)'^, 
onde suppomos k real, e considerando o ramo que dá u = l^ quando 2 = 0^ vem, como no 
n.^ 116, 

n~{ / h \ 

1) Se o módulo p de z=^e^^ é menor do que a unidade, a quantidade 

k(k-~-l), ,.(k — n + l] 



(7.-1)1 



' 0'^ 



tende (n.^ 116) para zero, quando n tende para o infinito. Além d'isso, temos 



l + 6z 



1-0 =-liii 

i/l + r^p^ + S^pcosto^l-^P 



<1. 



(*) Podem ver-se os principaes metliodos que têem sido empregados para demonstrar a fórmula de Tay- 
lor no caso das variáveis imaginarias no nosso trabalho Soòre o desenvolvimento das funcçoes em serie^ já 
líieiKííonado no n.° 113. 

(2) Journal de Liouville^ 3.^ serie, tom. ir. 

(^) Résumé du Cours d^Analyse infinitésimale de VUniversité de Gand, 1887. 
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Logo R;, tende parca 0^ quando n tende para o infinito, e o binómio considerado pôde ser 
senvolvido em serie ordenada segundo as potencias de z pela fórmula 



(l_|_,y._l_[_S 



k 



1 \a 



^a 



2) Se o módulo de z ó maior do que a unidade, a serie precedente é divergente» Com 
effeito, o módulo do quociente de dois termos consecutivos d'esta serie tende para p, quando- 
a tende para o infinito. 

Para o estudo do caso era que o módulo de ^ ó egual á unidade, assim como para o estudo 
do caso em que h é imaginário, pôde consultar-se uma excellente memoria de Mansion publi- 
cada nos Annales de la Société scientifique de Bruxelles (tom. ix). 

O estudo das condições de convergência do desenvolvimento do binómio foi feito pela pri- 
meira vez de uma maneira completa por Abel em uma memoria admirável, que consagrou 
a esta serie (Oeuvres^ tom. i). 

J58. Appliquemos agora a fórmula que vimos de obter á deducçao de algumas outras.. 
A egual dade 

sen z = 



2i 
dá 

(2^y^ sen^^ z = é'' (1 — e-^^^)K 

Se Zj é um numero inteiro positivo, vem 



a=0 \ "* 



i (_l)a í^\ [Gos{k-2a)z + {sen(k-2a)z]. 



D'esta egualdade tira-se, se k ê par, attendendo a que nos termos equidistantes dos ex- 
tremos é egual a parte dependente do coseno, e egual, em valor absoluto, mas de signa! 
contrario, a parte dependente do seno, e attendendo também a que existe um termo medio^. 

correspondente a « = — -, cuio valor é 1 1 1 , 



(-1)' 2*sen«^0 = 2 E (- 1)M ■ ) cos(A;-2a)z + 
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Do mesmo modo se acham as fórmulas 



(-1)' 2"sen*a = 2 2 {~1)''[ ]sen(k-2a)z, 

a=:0 



que tem logar quando k é impar, 



U-l / 7, V / ^^ 



2^^cos^^2:-2 E (^ ^ j cos(/^-2a)2+ í _!_. ), 



j^írv^ 



que tem logar quando k é par, e 

2^ cos^^ 2 -^ 2 ~ E ( "^ ) cos (k - 2a) ^, 

que tem logar quando k é impar. 

Estas fórmulas importantes dão os desenvolvimentos da potencia k de sen 2 e cos 2; orde- 
nados segundo os senos e os cosenos dos arcos múltiplos de z. Foram dadas por Euler na 
Introducdo in Analysin infinitorum, 

' ISH. Desenvolvimento de e^ ^ sen z e cos z, — Applicando a fórmula de Taylor á funcção 
e^ y vem 

e^=l+is + ,. . + - ^ + X s/2eF''^é\ 

{n — V)\ n\ 

\zY ■ 

Por -—j- tender para zero, quando n tende para o infinito, esta fórmula mostra que a 

funccão e~ é sempre susceptível de ser desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias 
de z pela fórmula 

qualquer que seja o valor de z. 

Por uma analyse semelhante se vê que as series achadas no n.^ 121 para o seno e o 
coseno de uma variável real ainda têem logar no caso das variáveis imaginarias. 

1@0. Desenvolvimento de log(l+2). — Applicando a fórmula de Taylor a esta funcção^ 
vem, como no caso das variáveis reaes, 

log(l + .) = .— i«2 + ... + (-l)«-^|^+R„. . 



_ ^n / 1 __fi\ n—i 

R.= (-l).-.X,/2e»— g(j^) • 
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considerando somente aquelle ramo de log (1 -\- z) cujo valor inicial é egual a zero. É fácil de 
ver, procedendo como no n.° 157, que, se o módulo de z é menor do que a unidade, temos 
o desenvolvimento em serie 

e que, se o módulo de ^ é maior do que a unidade, esta serie é divergente. 

161. Fazendo uma outra applicação da fórmula demonstrada no n.*^ 156, vamos esten- 
der, por meio d'ella, ás funcçoes de variáveis imaginarias a regra para formar as derivadas 
das funcçoes compostas. A demonstração d'esta regra dada no n/ 169 ó somente applicavel 
ás variáveis reaes. 

Seja y=f{iiy v) uma funcção dada e supponhamos que as derivadas fu{^h ^)?/y(^> '^) ® 
fvv(uj, v) são finitas no ponto (u^ v) e nos pontos visinhos, e que /J {Uj v) é continua, relativa- 
mente a Uj no ponto considerado. 

Temos 

fiu + k, V + 1) =f(u + h, v) + Z/; {u + h, v) + \~ \ \/2e^'-^ P/;, (u + h v + 61), 



quando se dão Si k e l valores sufficientemente pequenos para se poder applicar a fórmula 
dada no n.*^ 156; é 

f{u + k, v) =f{ih v) + kfú {u, v) + aik, 

fy {u + k, v) =fy {u, ^) + a2 , 

onde y.i e a^ são quantidades que tendem para zero, quando k tende para zero. Logo 

f{u -\-k, v-\- 1) —f{u, v) = kfú {u, v) + Ify {u, v) 
+ (^ik + a^l -\-l-\\/2 eP-^ P^fyy {u + k, v + Ol). 

Suppondo agora que u ^ v são funcçoes de ^ e que k ^ l são os valores dos augmentos 
que recebem ii e v^ quando se muda z em z-\-U, temos, devidindo ambos os membros doesta 
equação por h, e fazendo tender h para zero, 

^ OU tív 
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quando ao valor de z considerado corresponde um ponto (ii^ v) onde são satisfeitas as condi- 
ções precedentemente enunciadas. 

Do mesmo modo se considera o caso de a funcção dada depender de mais de duas funcções 
componentes. 

162. O processo anterior para achar o desenvolvimento das funcções em serie é raras 
vezes applicavel por causa da complicação da expressão do resto R^^ que é necessário dis- 
cutir, para saber se R^ tende para zero^ quando n tende para o infinito. Recorre-se porisso 
n'este caso a um theorema célebre de Cauchy, que será demonstrado no Calculo infegral, e 
ainda a um theorema importante, devido a Weierstrass, que aqui vamos demonstrar. De- 
monstraremos porém primeiramente o seguinte: 

Lemma. Se a serie 

00 

¥{£)= S Cnz'\ z = x^iy 

íi=0 

for conxer gente em um circulo de raio dado^ e se^ em todos os jpontos do interior doeste circulo 
que têem o mesmo módulo p^ o módulo de F (z) for menor do qne uma quantidade positiva L, 
o módulo de cada termo da serie não pôde exceder L. 

Com eífeito, multiplicando a serie proposta por z—^-^ vem 

m — 1 GO 

2-^ F (a;) = S Cn z^-^' + C^ + S Cn ^^-^^ 
m—i k 

= 2 c„ z"-"' + c» + S c„ z«-« + R, 

R representando uma quantidade cujo módulo tende para zero, quando k tende para o infinito. 
Mas, como por hypothese é | z-'"^ F (^) | < Lp-"', quando 1 2; | < p, e como, por mais pequeno 
que seja o valor que se attribua a uma quantidade positiva ^, existe sempre um valor k[ tal 
que é |R|<^; quando k^ki, teremos (n.'^ ll-I) 

|;3-mF(2)_R|<Lp-«^+^, 
OU 



m—i k 

n=0 n=m-\-i 

quando 1 2; | = p. 

Dando agora n'esta desegualdade a 2j os valores 



<Lp-^ + S, 



p, p6'\ pe^^"^ ...,pe(«-l)^Q- 
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Q 8i k um valor maior do que os diíferentes valores de hi correspontes a estes valores de z^ 
temos as desegualdades 

m—i k I 

«==0 n=m-\-i I 

m—i k 

n=0 n=m-|-i 



que dão, sommando e attendendo ao theorema I do n.^ 11, 



m—i 



i {a—i){n—m)Q \ . 



S Cn p"-"' 1 + 6*(^^-^^)G + . . . + e^ (a-l)(w-í)i)(j ) _j_ ^c„ 



r?=m-j-l 



<a(Lp-^^ + ^), 



ou, pondo 



1 nia{n—m)(j 

l I gi(w-m)9 1 ! gi (a-1) (w--m)O ^ ^ ^ 



e dando á quantidade 6 um valor que nao seja raiz da equação 1 — eU«-w-)6 =0, isto é, um 
valor tal que A seja finito, 



m — 1 h 

n=0 n=m-\-l 



<a(Lp-'^^+^), 



ou 



B 



<Lp-^>^ + §, 



representando por Ba parte da desegualdade precedente independente de c^. 
D'esta desegualdade tira-se 

(a) |c^|^Lp-^^ + ^; 

porque, se fosse | c„^ | >Lp-^'^ + ^5 podia dar-se a a um valor tão grande que fosse 



IBI 



■>Lp-^ + ^ 



e, portantOj 



a 



>Lp-» + ã, 
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a 



>i 



163. Theorema. — Se uma funcção f(z) for susceptível de ser deseoivolvida na serie uni- 
formemente convergente dentro de um circulo de raio R com o centro na origem das coorde- 
nadas : 

(1) f{£)^V,(z) + V^{z) + ... + V,,(z)+..., 

e se as funccoes V^iz)^ Pi (^)) ^^^* forem susceptíveis de ser desenvolvidas nas series ordenadas 
segundo as potencias de z, convergentes dentro do mesmo circulo : 

(2) P„(^)== Ar + AS")2 + AÍ")^2^. . . + A1?^^ + . . ., 

a. funcção f{z) será tamhem susceptível de ser desenvolvida na serie ordenada segundo as poten- 
cias de z : 

(3) f{z) = k, + k,z + kiz''+... + k„,z-^+..., 
e será 

(4) a„=al»> + A!^>+...+a;:'+... 

Este theorema foi demonstrado por Weierstrass da maneira seguinte (^). 

Seja p uma quantidade positiva menor de E; por ser uniformemente convergente a 
serie (1) na circumferencia do raio p, a cada valor da quantidade positiva ^^ por mais pequeno 
que seja, corresponderá um valor nt de n^ tal que a desegualdade 

I P.^i (2) +Pn+2 (^) +. . . + P.+,(2) I < l 

será satisfeita por todos os valores de n superiores ame por todos os valores de z que 
têem o módulo p, qualquer que seja p. 
Mas temos (n.^ 25) 

P,+i (2) + . . . + P.+, {z) = s (Aí-^^) + . . . + A^^O 2^ 
Logo, em virtude do lemma demonstrado no numero anterior, temos a desegualdade 

I Ai;'-^-^^ + A^;+'^> + . . . + Aí;'+^> | < ^-^ , 

d'onde se conclue a convergência da serie (4). 



(1) Monatsherichte der Kôn. Akaãemie der Wissenschaftén zu Berlin, 1880. 
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Considerando agora outro numero positivo pi tal que seja E>pi>p, podemos dar a «i 
um valor tal que seja tarabem 

i A,<:+" + Aí;+^> + . . . + A,í^-"' I < Spr^ 
por maior que sejap; e portanto 

I lim (AL"+'> + Ai«+-' + . . . + A*;+'" ! ^ ãpi-». 

Pondo para brevidade 

as'+a,':)+...+a«=a:„, 

lim (A*+''* + A<';+^> + . . . + A^'+í'> ) = a;;, 

o que dá 

vem, para os valores de z cujo módulo p é inferior a pi, a desegualdade 

P 



-? 



|Ao| + |Ai'z| + ... + |A;;^-|Hr...<^ri + -^ + ...+ (--^-)"+.-ol^ 

' ' ' ' ' L pi \pi/ J pi — p 

da quai se conclue (n.^ 23-2.^) que a serie 

Ao + aí'^+...+a;>^'^+... 

e absolutamente convergente. 

Por outra parte, ó também absolutamente convergente (n.*^ 25) a serie 



Po(2) + Pi(2) + ... + P„(.)= S (AS> + A^> + ...+A«)s- 

= aó+aí^+...+a;^^+,.. 

Logo a serie 

Ao + Ai^ + A222 + ... 

é absolutamente convergente. 
Temos depois 

00 GO n 00 

s A™ 2»= 2 (a;„+a;;)0»= 2 ?,(«)+ 2 a;; 2», 

RR 
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S P„(2)- S Á»2;»= S Pa (2)- S a; 2», 

a=0 m=0 a=:)i-}-l m=0 . 



e portanto (n.*^ ll-I) 



I a=0 wi=0 



<ã + ã-^'- 



pi-p 



Gomo a ^ se pode dar um valor tão pequeno quanto se queira, tira-se d'esta desegual- 
dade 

00 CO 

S P,(2)= S A„s», 

isto é, a egualdade (3), que se queria demonstrar. 

Exemplo l.*^ Consideremos a funcção /(^) = sen(sen2;). Temos o desenvolvimento 

„, , sen^^ , sen^2; 
/(2)=sen^--gj-+-^^ ..., 

que é uniformemente convergente, qualquer que seja z (n.^ 27). A funcção 



pode ser desenvolvida (n.^ 25) em serie ordenada segundo as potencias de z^ qualquer que 
seja ^. Logo, em virtude do theorema precedente, também a funcçâo sen (sen 2) pode ser 
desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z^ qualquer que seja z. 

Exemplo 2.^ Vê-se do mesmo modo que a funcçao 

/(2) = sen[log(a+l)] 

pode ser desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z^ quando o módulo de z 
é menor do que a unidade. 

164. Applicando o theorema precedente ás series ordenadas segundo as potencias de 
z — a, sendo z variável e a constante, deduz se, como vamos ver, o seguinte theorema: 
/Se a serie 

(1) /(2)=Co + ci(z-a) + ... + c„(0-«)« + ... 
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for convergente no interior de um circulo de centro a e raio R, isto é^ quando \z — a | <^ R, e se 
Zq representar um ponto do interior doeste circulo^ as derivadas f (^q), f'^ (^q), etc, existem^ e 
são finitas e respectivamente eguaes aos valores que tomam no ponto Zq as sommas das deri- 
vadas de primeira ordem^ de segunda ordem^ etc, dos termos da serie proposta, isto é: 

f {z^= 1 nc„(2o-a)«-S 

CO 

/'(^o)= S n(n-V)c^{z^-ay-'\ etc. 
Em segundo logar, se for |^q — a| + |^ — 2;q|<^R, temos 

Com effeito, pondo na serie proposta z^^z^^h^ teremos 

00 

f{^Q + ^= S Cn{zQ + h — ay\ 
11=0 

Esta serie, considerada como funcção de h, é uniformemente convergente quando é 
\zq-\-1i — a|<;R, e, portanto (n.*^ H-I)? quando é \zq — a| + |/2|<R. Desenvolvendo] pois 
os binómios que n^ella entram e ordenando o resultado segundo as potencias de h, teremos, 
em virtude do theorema precedente, 

onde 

00 
00 

f^(zç.)= H n(n—l)cn(zQ — ay^-'^, etc. 
Pondo agora h=^z — z^^ vem 

com a condição \zq — a | + j 2; — ^^ | < R. 

Para das fórmulas precedentes tirar o theorema enunciado, basta notar primeiramente que 
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a ultima ãá fi(zQ)=f' (zq)^ e que, portanto, a derivada da funcção definida pela serie 

fi^o) = % + Cl (^0 — ^) + • • '+<^n {zQ-ay + ,,,, 

relativamente a z^^ é egual á somma das derivadas dos seus termos. 

Applicando depois esta regra á funcção /i (z^) e notando que os termos de f^ (zq) são 
eguaes ás derivadas dos termos correspondentes da serie que define /i(^q), conclue-se que 
fi(^ZQ)==f'i(zQ)=f'^{zQ). Continuando do mesmo modo, vê-se que f^{z^ = f'^f(z^^ etc. 

COROLLARIO. Se a serie (1) for convergente no interior do circulo de raio R e centro a^ a 
funcção é continua dentro do mesmo circulo. 

Com efí^eito, em todos os pontos do interior d'este circulo f{z) tem uma derivada finita. 

165. A respeito da continuidade e das derivadas das series enunciaremos ainda os theo- 
remas seguintes, que se demonstram do mesmo modo que os theoremas análogos relativos ás 
funcçoes de variáveis reaes (n.^^ 148 e 149): 

1.*^ Se a serie f(x) = Yifi{x) for uniformemente convergente em uma área dada^ a funcção 
f{x) é continua nos pontos doesta área em que todas as funcçoes /i (íc), f^ (x) etc. são continuas. 

2.^ Se a serie Hf^iz) for convergente em uma á^rea dada^ e se na mesma área for unifor- 
memente convergente a serie Yjf\^{z)^ formada com as derivadas dos termos da serie precedente^ 
temos f {z) = Hf^{z) na área considerada. 

1611. Vimos no n.*^ 164 que, se a serie 

(1) /(^) = Co + ci(^-a) + ... + c,(^-a)--i + ... 

for convergente no interior de um circulo de raio R^ a serie 

f'{z) = Ci + 2c^(z-a) + ... + nCn(z~af-' + .., 

é convergente no interior do mesmo circulo. Vamos agora mostrar que o raio de conver- 
gência d'esta segunda serie não pôde ser superior ao da anterior. 

Com effeito, se esta ultima serie for convergente quando [s; — aj = p, existe um numero 
positivo B tal que temos 

n\cn\f~^<B^ 
por maior que seja o valor que se dê a n^ e, portanto, dando a n valores maiores do que p, 

por onde se vê que a serie (1) também é convergente (n." 27). 
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Resulta do que precede um metliodo para desenvolver uma funcção em serie ordenada 
segundo as potencias de íc — a^ quando se conhece o desenvolvimento da sua derivada. Assim, 
se quizermos achar o desenvolvimento de f{x) e for conhecido o desenvolvimento da sua de- 
rivada 

temos 



f(^) =/(^) + % (^— ^) + » • • + «í2 - 



n + 1 



Procuremos, por exemplo, o desenvolvimento da funcção ?í = arcsen2;. 

Por ser (n.*' 116). 



.,_.r^=i,i.+...+ife^&=i). 



onde o raio do circulo de convergência é egual á unidade, temos o desenvolvimento, des- 
coberto por Newton;, 

1 fJ 1.3...(2n — 1) ^2^^+! 

arccosa; = ^-f- - ' i ' - i 



2 3 ' °*° ' 2.4...27Z 2n+l ' ' * ' 

onde se considera o ramo da funcção que se reduz a O, quando z = 0, o qual tem o mesmo 
circulo de convergência que o anterior. 

I. Resulta do que precede e do que se disse no n.° 163 que a funcção z^ ==cosÂ; (are sen^) 
pôde ser desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z^ quando 1^|<1. 
A expressão d'este desenvolvimento é notável, e porisso vamos procural-a. 
Temos primeiramente 

e portanto 

(^l^^2^^u" — zu' + kht=-0. 

Derivando agora ?í vezes esta equação (n.*^ 105-11), vem 

{1 — z^) íí('^+2) _ (2n + l)z ui'^+^) — (n^ ~ k^-) td^) = O, 
e portanto, pondo z = 0, 



:4«+2)_(^^2_/^2j^ 
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Como porém temos ^^o = l, i^ó = 0, deduz-se d'esta egualdade que w^"^ é egual a zero^ 
quando n é impar, e que, quando u = 2m^ 

U(^-) = (_ l)m [7,2 _ 22] [^2 _ 42] _ , [^2 _ (2^72 - 2)2]. 

Temos pois a fórmula, dada por João Bernoulli, 

, , , ■ A;2 , k^k^~2'^) , 7b2(/,2_22)(/^2_42) 
cos A; (are sen 2) = 1 — — s^-J ^— _ z^ ^^ ~~^ -z^ — , . . 



Acha-se do mesmo modo a fórmula, devida a Newton, 



sen k (are sen z)=kz- 



i^(A:2__l2) ^^^ ^ ^(/^_l2)(/^_32^ ^^ 



3! 



..3 + 



5! 



O primeiro doestes desenvolvimentos tem um numero finito de termos quando k é par, e 
o segundo quando k é impar, e, nestes casos, z pode ter um valor qualquer. Nos outros casos 
a serie é divergente quando |2;|>1. 

Existem outras fórmulas análogas, devidas a Euler e Lagrange, que se podem ver nos 
bellos capitulos que este eminente geometra consagrou ao desenvolvimento das funcçoes cir- 
culares nas suas Leçons sur la théorie des fonctions analytiques. 



III 



Funcçoes regulares em iiina região do i}laiio 



167. Definição. — Se a funcçao /(s;), na visinhança do ponto ^q, for susceptível de ser 
desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de z — Zq, isto é, se existir um numero 
positivo R, tal que seja 

f{z)=Cç^ + Gi{z — Zç^)-\-., ,-{-Cn{z~Z^y + . .., 

quando \z — Zq\<^'R^ diz-se que a funcção f(z) é regular no ]ponto z^. 

E fácil de ver que (l + z^^ e^, log (1+^)? etc. são funcçoes regulares em todo o plano, 
exceptuando certos pontos isolados. 

1) No caso do binómio (1+2;/'^ temos 



(1 +./ = (! +V' 



-L + ;SnJ "' \n/ \l-\-z, ^ ' 



z-z,Y 
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quando \z — ^Jq | <[ [ 1 -|- 2;^ | ; e portanto esta funcçao é regular em todo o plano, exceptuando- se 
o ponto 0Q = — 1 quando k não é inteiro e positivo. 

2) Do desenvolvimento 

conclue-se que a funcçao e^ é regular em todo o plano. 

3) Da egaaldade 

Z ~~~ Zr\ \ , y -à , \ , Z ~ Z(\ J. / Z "—" ^é 



que tem logar quando é | 2 — ^q | <; | 1 + ^q | , conclue-se que log (1 + 2) é uma funcçao regular 
em todo o plano, excepto no ponto Zq = — 1. 

4) Do mesmo modo se mostra que sen z e cos z são funcções regulares em todo o plano, 

168, Theorema 1.^ Se uma funcçao uniforme., regular em todos os pontos de uma área 
continua A, for constante em todos os pontos de uma Unha finita^ contida na área A, ê cons- 
tante em toda a área. 

Representando, com effeito, por a o valor de z correspondente a um ponto qualquer da 
linha dada, teremos, para todos os valores de z representados pelos pontos de um circulo de 
centro a e raio E, 

f{z) = Cç^-\-Ci [z — a)+. . .-\-Cn{z — aY + , . . 

ou (n.^ 164) 

MaS; por ser constante a fun<'ção /(s;) em todos os pontos da linha dada, temos /'' (a) = O, 
f"(a)==Oj etc. Logo será / (^) =/ (a) em todo o circulo considerado. 

Tomando em seguida um ponto b do circulo anterior e repetindo o raciocinio precedente, 
demonstra-se do mesmo modo que /(2) =/(5)=--/(a) em todos os pontos de um segundo cir- 
culo, que é em parte distincto do anterior. Tomando um ponto c d'este circulo acha-se do 
mesmo modo f (^z) = f (c) = f (h) = f(a) em todos os pontos de um terceiro circulo. Continuando 
do mesmo modo até ao contorno da área A, demonstra-se completamente o theorema. 

Theorema 2.^ Se duas funcções uniformes^ regulares em todos os pontos de uma área con- 
tinua A, forem eguaes em todos os pontos de uma linha finita , contida na área A, são eguaes 
em toda a área. 
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Este theorema ó consequência immediata do anterior, pois que a diííerença das duas 
funcções sendo nulla em todos os pontos da linha dada, será nulla em toda a área Á. 

Theorema 3.^ Se uma funccão uniforme, regular no ponto a, se annulla assim como as 
suas derivadas até á ordem m — 1, quando é z = a, teremos 

onde Cp (z) ê uma funeqao uniforme regular na visinhança do ponto a. 
Com eíFeito, sendo por liypothese 

f{z) = c,^-\~Ci{z — a)-^. . . + c„,(2 — a)^^ + . . . 

e Cf^=f{a)j Cl =/^ (a), etc, temos 



/(«)=(«-«)" 



^/'™'(«) + 7;,rq::nT /""+''(«)+• 



(m+1): 



d'onde se tira o theorema enunciado. 



Theorema 4.^ Os pontos em que uma funcção unifonnej, regular em uma área A, tem um 
mesmo valor ^ estão separados por intervallos finitos, se a funcção não é constante. 

Com effeito, por não ser constante a funcção / (2) na área A, as derivadas f (a), f^' (ct)^ 
etc. não podem ser todas eguaes a zero. Suppondo pois que /("^)(a) ó a primeira derivada que 
não é nulla, temos 



f{z)-f(a)^{z-ay 



1 






Mas é sempre possivel dar a ^ um valor tão pequeno, que o módulo do primeiro termo d'esta 
differença seja maior que o módulo da somma dos seguintes, quando \z — al^h. Logo no 
circulo de centro a e raio ^ a diíFerença f(z) — f{a) não pôde ser nulla em ponto algum difFe- 
rente de a. 

Theorema ò.^ A somma de duas expressões uniformes, regulares em todos os pontos da 
área A, é uma expressão regular nos mesmos pontos. 

Este theorema é uma consequência immediata do theorema 4.*^ do n.^ 25. Com effeito, 
chamando /(s) e F (2) as duas expressões dadas e a um ponto da área A, temos 

f{z) = ^cn{z-ay\ F(.) = SC,(^-a)^ 
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e portanto 

/(3)+F(«) = S(c„ + C„)(;^-a)«. 

Theorema 6.^ O jproducto de duas exj)ressdes uniformes^ regulares em todos os pontos da 
área A, é uma expressão regular nos mesmos pontos, 

Demonstra-se este theorema do mesmo modo que o anterior, partindo do theorema 5.*^ 
do n.^ 25. 

Theorema 7.^ O quociente de duas expressões ^\z) e ^{z)^ uniformes e regulares na área 
A, é regular nos pontos da mesma área em que o denominador ^(z) não énullo. 
Com eíFeito, pondo 

^(^£) = CQ + Ci{z~-a)+. . , + Cn{z—ay + . . ., 
onde Cq é differente de zerO; teremos 



1 



(z — c() [ci -\- c^ (z — a) + • • • ] 



pondo 

(z — a) [ci + C2 (^ — a) + • • 



:Cori+P(.-a)]-S 



= P(^— a). 



Dando a \z — a\ um valor tão pequeno que seja |P(^ — a)[<^l, podemos desenvolver 
[M^)]~^ em serie ordenada segundo as potencias de z — a, e teremos 

^ = C„!l-P(.-«) + [P(.-«)P-[P(.-«)]3 + ...i. 

Esta serie é uniformemente convergente na visinhança do ponto a^ assim como (n.^ 25) 
as series que resultam de P(;s — a), [P {z — a)]-, etc; logo (n.*^ 163) a funcçâo [^(^)]"~^ é 
susceptivel de ser desenvolvida em serie ordenada segundo as potencias de a; — a na visinhança 
do ponto a. Esta funcção ó pois regular no ponto a^ assim como, em virtude do theorema 
anterior^ a funcção ^(^)[^ (^)]~^* 



ss 
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IV 

Fnncçoes regulares em todo o plano 

169. Â toda a funcção uniforme f{z)j regular em todos os pontos do plano, chama-se 
funcção inteira ou holomorpha. Taes são, entre as funcções algébricas, os polynomios racio- 
naes inteiros relativamente a z^ e^ entre as funcções transcendentes, as funcções e^^ sen^j^, 
cos z e, em geral (n.^ 164)^ as íuncçoes que podem ser desenvolvidas em serie ordenada se- 
gundo as potencias inteiras positivas de ^; 

/(^) = ^0 + ^l ^ + ^2 ^^ + . . . + C,^S^+. . ., 

qualquer que seja z. 

A theoria das funcções transcendentes inteiras é a continuação natural da theoria das 
funcções racionaes inteiras, estudada na Álgebra, e as suas propriedades são, em parte, aná- 
logas ás propriedades à'estas. São também susceptíveis de se exprimir por um producto de 
factores, que tornam explicitas as raizes da funcção. Este resultado importante, demonstrado 
primeiro por Euler, Cauchj, Gauss, etc, em alguns casos particulares, foi completamente 
estabelecido por Weierstrass (*). Antes porém de expor o bello theorema devido ao eminente 
geometra de Berlin, vamos considerar as duas funcções sen^ e cos 2;^ cuja decomposição em 
factores, devida a Euler, se obtém por considerações simples. 

l^O. Decomposição do seno e do coseno em factores. —Del expressão de sen ^2 dada no 
n.^ 52 tira-se, quando k é impar, pondo cos^ ^ == 1 — sen^ ^^ 

senkz=f(8Qnz)^ 

onde / representa uma funcção inteira do grau k. Os k valores de sen 2 que annullam. esta 
funcção, devem corresponder aos valores de z que satisfazem á equação sen kz = e que dão 
para sen;^ valores distinctos, isto é, aos valores de z seguintes: 



O -^— ^— + 



y{k-l)T. 



k' - k ' ••*'- k 



(>) Weierstrass: — Zur Theorie der eindeutigeti analytisclien Fanctionen eíner Veranderliolien (Ahhandlun- 
gen der K. Akademie zn Berlin, 1876). 



Hosted by 



Google 



347 



sen^2 \^ 


v 


sen^ — ^ — —r- 

2k 


\ 




/ 



Logo temos 

sen kz = A sen z í 1 



onde A é uma constante, que vamos determinar. Para isso, dividan>se os dois membros da. 

egualdade precedente por kz e faça-se depois tender z para zero, O primeiro membro ten- 

A 
dendo para a unidade e o segundo para -z— , teremos A = k, 

%z 
Mudando na egualdade precedente z em -^, temos 



9 712 I ^%Z 

, sen^— — i \ sen^^-y- 

^ %z ]. '^ 1 '^ 

sen iíz = k sen —r- \ 1 ?r / • • • \ 1 



k ] .2%["'] „ {k-l)ií [' 

* sen^-^^1 f sen^ ,-> 7 



Vamos agora procurar o limite para que tende o segundo membro doesta egualdade^ 
quando k tende para o infinito. 
Por ser 



sen^-r- 9 
hm k sen -y— = %z. hm = — ^, 



temos 



sen.. = .. (l -^) (l _.J) . . . (l __^) ME„, 

R.= 11 1 ~ 

sen^^' 

l ^ 

1 

Por ser (em virtude do que se disse nos n.^^ 121 e 159, e em virtude de ser —{k — l) 

o maior valor que pôde ter n) 

n% nií \k ) ^ nií n% ( . ^ t:^ \ 
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onde 0„ representa uma quantidade inferior á unidade em valor absoluto ; e por ser 

onde £ representa uma quantidade infinitamente pequena, quando k é infinitamente grande, 
temos também 

onde Un representa uma quantidade cujo módalo não pôde ser infinito^ qualquer que seja n. 
Logo 

semr^ = 7r^ II í 1— -^-j • ÍI (iH 1 

Por outra parte, chamando L um numero maior do que as quantidades t*i, u^^ etc, a 
serie S— |- é convergente, visto que os seus termos sao menores do que os termos correspon- 

1 ^^ TT 

°° Xj ^ / 1t 

dentes da serie (n.^ 20) S — 2" 5 portanto é também convergente b producto infinito Ilíl-f — | 
e temos 



lim llíl+^)^--iS^^U=l. 
hm n 11+-^ 



Vem pois a fórmula d^Euler 

(a) sen 7u^ = 712; Ilíl — — ^^U 

Do mesmo modo se decompõe cosTua; em factores, o que dá 

■ -. / 4^^ 

cos7r^== 11 1 



,,^oV (271 -t- 1)2 

171. Theorema DE .Weierstrass. — Sendo dada a serie de quantidades O, ai, «2, «3? 
o . ., a^ . . . , collocadas segundo a ordem, crescente dos seus môdulps e, satisfazendo á condição 
lim I a^ I = 00, pôde construir -se uma funcçao transcendente inteira pela fórmula 
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cujas raízes são 0^ cii, a%^ ..., a^^ •-") e cujos respectivos graus ãe multiplicidade sao 

Reciprocamente^ se fi (z) representar uma funcçao inteira cujas raizes sejam O, «i, a^^ . » ., 
«c^ . . ., e 05 respectivos graus de multiplicidade n^^ ni, . . ., esta funcçao pode ser decomposta 
em factores^ que tornam explicitas estas raizes^ por meio da fórmula 

?(^) % T^ í-i ^K ^cS, 



(D (z) n^ ^ / z \ 

c=l \ «c/ 



on& ç (2;) representa uma funcçao inteira. 

A demonstração que aqui vamos dar d'este importante tlieorema é devida a Mittag-Leffler, 
professor 11a Universidade de Stocklio]m('^). 

Da serie (n.^ 160). 



\ aj /,_! k \aj 



que tem logar quando é 



<^ 1, deduz-se 



/^N ^ ^-\^' = e ~ ^^' ^' ^^ ' "^^ 

pondo, para brevidade, 

q/ \ y 1 ^ \ , 

Logo temos 

onde me representa um numero inteiro positivo ou zero, devendo n^este ultimo caso considerar-se 

Mc 80(1, m.c). i. j -T -I 

e V ' / como representando a unidade. 

Considere-se agora uma serie de quantidades positivas ei^ sg, ..^, Sc? <> • « 5 taes que a 
serie S Sc s^j^ convergente, e dê-se a m^ um valor tão grande que seja 



(C) : -^ n, \ Sc (mc-^^ 1 , co)\< ?c , 

qualquer que seja o valor que se dê a 0^ o qual satisfaça á condição 



<£<!, £ represen- 



(1) Acta Mathematica, tom. iv. 
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tando uma quantidade positiva arbitrariamente dada ; o que é sempre possivel, por ser n'este 
caso uniformente convergente a serie Sc(l, oo). O producto 11 E^, onde 

representa uma funcção regular em todos os pontos do plano e que se annulla nos pontos 
c/j, «2 • . .; <^o • • •? como vamos ver. 

Consideremos para isso um ponto qualquer z^ do plano e os pontos visinlios d'este, isto é, 
os pontos que satisfazem á condição | ^ — ^q |^p, onde p é uma quantidade tão pequena quanto 
se queira. 

Por ser lim a^ = go, é sempre possivel dar a ci um valor tão grande que a desegualdade 

c=oo 

<£ seja satisfeita por todos os valores de c maiores do que ci, e por todos os valores de 

z que satisfaçam á condição \z — z^\~:^^, ^ 

Por outra parte, por ser convergente a serie Ssg, é sempre possivel dar a c% um valor 

1 

tão grande que, dando a ^ um valor tão pequeno quanto se queira, a desegualdade 

t=c 

seja satisfeita por todos os valores de c superiores a cg, qualquer que seja p. 

Logo as duas desegualdades precedentes são satisfeitas ao mesmo tempo pelos valores de 
c maiores do que a maior das quantidades ci e c^, na região do plano determinada pela con- 
dição \z — ^0 I < P? 

Das desegualdades precedentes e da desegualdade (C) conclue-se que a desegualdade 

(D) %'\ntSt(mt + l, oo)J<8 

/=c I I 

é satisfeita por todos os valores de c superiores a ci e cg, na região do plano determinada 
pela condição \z — ^o I < P- 

Por outra parte, a fórmula (B) dá 

c-f-p "' 



IlEf=e~ ^ %Sí(wí + l, oo), 



t=c 



d'onde se tira 



S logEi = - S níSí(Wí + l, oo), 
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e, em virtude da desegualdade (D), 



c-\-p 



S logE, 



í=c 



<g. 



Logo a serie S logE^ é uniformemente convergente na região considerada do plano. 



t=i 



Posto isto, supponhamos primeiramente que Zq é differente de ai, a^, etc. e que a p se 
dá um valor tão pequeno que seja \z — ^q | <:^ | ^^ — «c | , qualquer que seja c. O segundo membro 
da e2:ualdade 



^i=>^ 



l,gE.-».log(.-^)+»,3i(^)' 



+«, 2 f a — 

k=i k \ a 

é susceptível de ser desenvolvido em serie ordenada segundo as potencias de z — Sq, e 
temos (^) log Ec = P (^ ■— ^q) ; e portanto, applicando o theorema do n,^ 163, 

00 

2 1ogE„ = Pi(z-Zo), 
d'onde se tira 

n Ec-tfPif^-^o). 

Cesta fórmula tira-se depois 

nE,= i+Pi(.-.o)+...+^7^+... 



ou (n.» 163) 

C=l 

00 

o que prova que a funcção IIE^ é regular no ponto Zq^ como se queria demonstrar. 

Supponhamos agora que Zq representa uma raiz aj da funcção considerada. Dando n^este 



(1) Empregaremos, como Weierstrass, as notações P(2—^q), Pj [z — Zq)^ etc, para representar series or- 
denadas segundo as potencias inteiras e positivas de z-^Zq. 
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caso a p um valor tão pequeno que na área plana determinada péla condição 1 2;'— a^- [ <^ p não 
exista outra raiz da mesma funcção, teremos 

QC 

1 Ps {z — aA 

—-e ^ . ■ 



i_A\«/ 



visto que o primeiro membro não tem a raiz aj e por isso lhe é applicavel o que vem de 
dizer- se; e portanto 

72 ■ 

^-p (—1) ^ , ■ uj V-i{z — aj) 
11 Ec = — (z — «,■) ■" e ■' 

d'onde se conclue, como no caso anterior, que a funcção 11 Ec é regular no ponto a^. 

1 
As raizes ai^ a^, etc. da funcção que vimos de formar, são todas diíferentes de zero. 

00 
Para que a funcção tenha também a raiz O, basta multiplicar II E^ por ^"o. Comeífeito, temos 

(n.^ 25) ^ 

z^^o 11 E, == (^^ + ^ _ z^fo P2 {z- z^) = P4 (z-z^), 
1 

e portanto a nova funcção que se obtém é ainda regular em todo o plano. 

De tudo o que precede conclue-se a primeira parte do theorema de Weierstrass, isto ó, 
que se pode construir pela fórmula (1) uma funcção que ó regular em todo o plano e que ^e 
annulla nos pontos O, ai, «2, etc. 

Para demonstrar a segunda parte d'este theóf ema, basta notar que o quociente da func- 
ção /i (2) dada pela funcção / (2;), que vimos de formar, não pode ser nullo nem infinito em 
ponto algum do plano. Logo este quociente representa (n.^ 168-7.*^) uma funcção P (2) regu- 
lar em todo o plano, que não se annulla em ponto algum. 

Por ser, na visinhança do pqnto ^q, 

¥{z) = ò^ + òi{z-ZQ) + h(z-z^)^ + ..,, 
onde Òq é differente de zero, teremos 

logP(2;) = log6o + log 
Logo, se a \z — Zq\ se derem valores tão pequenos que seja 



(z-Zç^)[hi + b^(z~-Z^)+^-''] ' 



|g — ZqI \bí + h(z — ZQ)- 



\l>o\ 



-^^<1, 
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teremos, em virtude do theorema do n." 163, 

e portanto a funcçâo logF(^) ó inteira. Temos pois, representando por cp (2) esta funcção, 
F(^) = e^(^), e portanto 

/,(.)=.e^(^)./(.), 
que é o que se queria demonstrar. 

11'2, DeMrminaqão dos factores primários das funccões inteiras. — A cada um dos factores 

anj 



que entram nas fórmulas (1) e (2), chamou Weierstrass um factor primário das funccões con- 
sideradas f{z) e/l {£), Tanto para decompor uma funcção inteira dada em factores primários, 
como para achar uma funcção inteira que tenha raizes dadas, é necessário conhecer, para 
cada valor de c, um valor de m.. que satisfaça á desegualdade (C), e para isso basta, como 
vamos ver, dar a m^ valores taes que seja convergente a serie 



(E) 



00 


Wc + 1 

n,z 


a. 



Com effeito, se esta serie é convergente, podemos dar a s^ o valor 



£c=X 



mc+1 



^c+1 



chamando \ uma quantidade independente de 2; e de c. 
Mas, por ser 



CO 1 / ?» 






2. n. — 



k=mc + l 



z 


k 


me -1-1 


1 


7?2c-^l 

a. 


1- 



TT 
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a desegualdade (C) pode ser substituída pela seguinte: 



mc-\-l 
UcZ 


1 




nic. + 1 

a, 


• 
1- 


z 
a, 



<So. 



que é satisfeita, visto que se pôde dar a X o valor máximo que toma -— quando 

e — I <£<1. 

Se houver pois um valor de m^^ constante qualquer que seja c^ tal que a serie (E) seja 
convergente, emprega-se este valor em todos os termos das fórmulas (1) ou (2). No caso con- 



trario, põe-se mc = c- com effeito, a serie (E) transforma-se então na serie S 



é convergente (n.^ 22-1 V), visto que a raiz 



^ 7" 

IZ W 1\ 



c-f-1 



e=l 



^^+1 



que 



tende para zero, quando c tende 



para o infinito, suppondo que íic não tende ao mesmo tempo para o infinito. 



ExEiAiPLO. Procuremos a forma geral das funcções inteiras cujas raízes são O, 1, — 1, 
2, — 2, . . ., c^ — c^ etc. 



Como a serie S 
■me = 1; ^ temos 



oo I ^2 I 00 I ^ I 2 

-2-]= S - — ~ é convergente, qualquer que seja z (n.^ 20), podemos pôr 






'-t)'H'+t)^ 



OU 



{^) ,í /. z^ 



f[z)=e-zll 1- 



onde çp {z) representa uma funcção inteira de z. 

Faz parte das funcções comprehendidas na forma precedente a funcção sen x^. lsí'este 
caso é e'-?W = 7t(n.^ 170). 



J73. Fundados no que precede, podemos achar um desenvolvimento em serie da funcção 






, em que se tornam explícitos os pontos onde esta funcção é infinita. 



Derivando os logarithmos dos dois membros da fórmula (2), vem (n.^ 165) 



fi{z) ^ - z 



2 



Z — Qc k=.{ Oc \a, 



k-i 
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fi (^) _ j r^, , ^^, 



'f'i^)+-r + 



'0-4- V, . 



^ c=l^ W 



«/"^(2;-cí,) 



2 — a, 






ao'"ns-«.) 



Para completar a demonstração d'esta fórmula (F), vamos mostrar que a serie que entra 
no seu segundo membro ó uniformemente convergente, quando a serie (E) o é também. Com 
eífeitOj por esta serie ser uniformente convergente e por | cit \ tender para o infinito com t^ a 
cada valor de ^^ por mais pequeno que seja, corresponderá um valor t\, tal que as desegual- 
dades 



^'Pl^lçl 



<s, -r 



«='| «.^'+1 I ^ ' l«' 



<s 



serão satisfeitas quando í><.i e |2|<p, p representando uma quantidade tão grande quanto 
se queira. Logo teremos também 



'+"1 nj' 



.=(1 «'«.+ 1 I 



1 



<ã, 



visto que se pode dar alo valor ; depois 








1 


1-A 



e finalmente 



t+p 



VrZ""- 



a:'''iz-a,) 



<s; 



d'onde se conclue que a serie que entra no segundo membro de (F) é uniformemente con- 
vergente em qualquer área, por maior que ella seja. 

174. Caso em que rric é constante. — No caso de me ser constante, a funcção (2) tem pro- 
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priedades notáveis, que foram estudadas por Laguerre, Cesàro, etc. Aqui limitar-nos-hemos a 
demonstrar, no caso de (d (z) ser constante e ??q==0, o theorema seguinte: 

Se todas as raízes de fi(z) = sao reaes, também as raízes de fl(z) = o são. 
Este theorema foi demonstrado por F. Chio nos casos de ser mc = e mc = l^ e em se- 
guida por Cesàro no caso de m^ representar uma constante qualquer (^). 

Seja 2;í = p (cos O) + ^ sen co) uma qualquer das raizes da equação fi(z) = 0. Substituindo 
este valor em logar de z na egualdade (F) e pondo mc = m, vem 

^ / p \ ™ iic (cos w?o3 + i sen wxo) -. 
c=^i\aj p cos CO — aQ-\'i^^^]ii^ 

Esta equação parte-se nas duas seguintes, das quaes uma determina p e a outra co: 

S~(— j {pcos(m — 1) 03 — acC0S?7?a)} ==0j 
S -^ ( -— j { p sen (m — 1) to — a^ sen maò } == O, 

pondo de = (p cos o) — acf + p^ sen^ o). 

Se m é impar, multiplicando a primeira doestas egualdades por sen (m — 1) co, a segunda 
por cos (m — 1) co e subtrahindo membro a membro as egualdades resultantes, vem 



sen O) L -^ — :r— r = ^5 



d'onde se tira a) = 0. 

Se m é par, multiplicando a primeira equação por senmo3, a segunda por coswcd e sub- 
trahindo, vem 

CO /y^ 

sen O) S —-^ = 0, 
c^idoa^' 

d^onde se tira também o)=0. 

Logo, em qualquer dos casos, será Zi==p. As raizes de fl{z) = são portanto reaes, que 
é o que se queria demonstrar. 



(1) Giornale di Matematiche^ tom. xxii. 
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V 
Fimcçôes uniformes regulares em todo o plano, excepto em pontos isolados 



175, Das funcções uniformes não inteiras, limitar-nos-hemos a estudar as que são regu- 
lares em todo o plano, excepto em pontos isolados ai, ag, as, ..., a^, ..., taes que seja 
lim j «c I == GO, e na visinhança dos quaes tenhamos 

C=00 

(1) f(z) = -p(z-a,)+G/ ^ 



onde 

(2) aí-J^)^ SA,(-^)\ 

\z — aj t=^i Xz — aJ 

Estes pontos são os j)ontos singulares da funcção, e foram chamados por Weierstrass 
pôloS'^ quando m é finito, contos singulares essenciaes^ quando m é infinito. 

As funcções consideradas resultam naturalmente da generalização da theoria das funcções 
racionaes. Na verdade, toda a funcção racional f(z) é susceptivel da decomposição (n.° 42) 

se agora Zq representar um ponto differente de «i, a^, etc, temos 

d'onde resulta (n.^^ 25 e 157) 

e a funcção é portanto regular na visinhança de Zq ; se porém Zq representa um dos pontos 
ai, as, etc, ai por exemplo, applicando a decomposição anterior só ás parcellas correspon- 
dentes a ag, «3, etc, vem um resultado da forma 

/M_S ^±—-^Vi(z-ai), 

e o ponto ai é portanto um pólo. 
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Pertencem também ao grupo de funcçoes que estamos considerando, as funcçoes fi{z) 
que são o quociente de duas funcçoes transcendentes inteiras cpi (z) e cps [z). Com eíFeito^ 
sendo «i, as, . . . , a^^ ... as raizes do denominador e ni, ^2, . . ., Wcj •• • os seus respectivos 
graus de multiplicidade, a funcção fi (z) será regular em qualquer ponto z^ do plano, diíFe- 
rente dos pontos ai, asv etc. (n.^ 168--7.^); e, na visinhança do ponto «c? teremos (n.^ 171) 

Logo a funcção considerada é regular em todo o plano, excepto nos pontos ai, «2, . . ., 
Ucj, . . . , que são pólos, 

176. Assim como acontece com as funcçoes racionaes, as funcçoes que estamos estudando 
são susceptíveis de uma decomposição que torna explicites os seus pólos e os seus pontos 
singulares essenciaes. Esta importante propriedade, estabelecida por Weierstrass no caso de 
ser finito o numero de pontos singulares da funcção, foi em seguida estendida por Mittag- 
LeíEer ao caso de a funcção conter um numero infinito de pólos ou pontos singulares essen- 
ciaes. Antes porém de demonstrar o bello e importante theorema devido ao sábio professor 
da Universidade de Stockholmo, vamos considerar o caso das funcçoes cot z^ tang z, sec z e 
cosec^^ cuja decomposição em funcçoes simples, dada por Euler nsi sim Introductio in Analysin 
iTifinitorum^ se obtém de um modo muito fácil e dá origem a algumas fórmulas importantes. 

A fórmula (a) do n.^ 170 dá 

/ 
log sen z = log 2 + S log ( 1 ■ 

c=i \ 



r>!á ^2 



e, derivando relativamente a z^ 



cot 2 = — + L 



z ■ ,_i z^- 



ou 



1^/1 1 

cot z= 1- S 



z c=i V^ — c^ ^ + cie, 

Esta fórmula dá a decomposição de cot^ era fracções simples, que tornam explicitos os 
pólos O, cx, ~ c% da funcção. 

Do que precede tiram-se as seguintes consequências. 

I. Desenvolvendo o binómio que entra no segundo membro da penúltima fórmula, vem 

1 ^ / 1 

cot^ = 2z ^' ' 



Z c=l\C^^^ C^*7t^ C^%^ 
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quando é (n.° 157) |2|<7r; e portanto, em virtude do theorema do n.^ 163, 

_ 1 2z ^, 1 2z^ ^,1 2z^ ^ \ _ 

^~~z"~ "rJ t ^ 7?~ T ^ ~ '^ T "c^ 

Esta fórmula dá o desenvolvimento de cot 2; em serie ordenada segundo as potencias de 2, 
quando é |^| <7C. 

II. Por ser 

iz(e^'^ + l) . , 2iz 

Z cot Z = — ^r .— ^ = IZ'^ 



temos (n.^ 107-V), representando zqoíz por Uj, 

Bw_i designando os números de Bernoulli ; e portanto, applicando a fórmula de Maclaurin, 

^ , 22 B., , 2^B3 , 2SB5 g 

Egualando os coefíicientes das potencias de grau 2m — 1 de z nos dois desenvolvimentos 
de cot 2; que vimos de obter, resulta a importante relação, descoberta por Euler (*) e publi- 
cada nas suas Institutdones CalcuU differentialis^ 

22m-1^2mB2^_^^^ 1 

III. Do desenvolvimento de cot^ que vimos de obter, pôde tirar-se o desenvolvimento 
de tanga;^ de secs e de cosec^ em serie ordenado segundo as potencias de z^ desenvolvendo 
os segundos membros das fórmulas conhecidas : 

tang2; = cot2~2cot2;s^ cosec 2 = cot^ + tang-^ :3, sec;s==tang;2 cosec;s; 

e vê-se que a primeira e a terceira funccao são susceptiveis d' este desenvolvimento, quando 
é i^|<iT-, e a segunda, quando é \z\<%. 
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Das duas primeiras egualdades resultam os desenvolvimentos 
tang2;= S 22"^ (22"^- 1) -^'^[- ^>^-i, 

m=i (^^) • 

CO T> 

m=i (2m) ! 

Pondo na ultima 

sec^ = Eo + ^E,.^ + iyE4 .>+..., 

substituindo no seu segundo membro tangs e cosec^s pelos seus desenvolvimentos, ordenando 
o resultado segundo as potencias de z, e egualando depois os eoeííicientes das mesmas poten- 
cias de z nos dois membros da identidade assim obtida, vem uma serie de equações que deter- 
minam as constantes E^, Es, E4, etc. por meio dos números de Bernoulli. 

Aos números Eq, Eg^ E4, etc. dá-se o nome de números de Euler, Podem ser calculados, 
independentemente dos números de Bernoulli, por meio da egualdade 

^ /í^2m/coSíc)-^ 



CLX / a;=o 

que dá, applicando a fórmula (3) do n.° 105, 

(2m) ! i ! cos^ -^ cos^ 2 -^ . . . cos'^ 2m — 

E2.. = i:(-iy — — ^^_^L___ — __±^ 

c(!|3!...X!(2!)P(3!)^..(2w!)^ 
onde oí, |3, Y> • • • representam todas as soluções inteiras, positivas e nullas, da equação 

a + 2p + 3T + 4^ + 5£ + 6oj + ... + 277iX-:2m, 



e onde 



ou finalmente 



i^a + p + Y+... + ^, 






p!o!o3!.. .(2!jP(4!)n^l*^\. . ' 
onde 5, oj, ... representam as soluções inteiras, positivas e nullas, da equaçlo 

P + 2ô + 3co + ...^m, 
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e onde 



Podem ainda calcular-se os números considerados por meio da relação de recorrência 

Egm ■"" ( o ) E2m-2 + ( 4 ) ^'^^-4 — . . • = O, 

que se obtém derivando 2m vezes os dois membros da equação 

y cos ^ = 1 

e notando que é y^o*"^ == Et<^m' P^i^a applicar esta relação deve attender-se a que é Eq^^I. 

177. Consideremos ainda a funcção tang^. 

Partindo da expressão de cos^ dada no n.^ 170, acha-se, procedendo como no numero 
anterior, a fórmula, devida a Euler : 

CO ^2, 

tang;5= S .,. ^.^ " 



ou 



tang 2 = S 

c=0 



2c + l ' 2c + l 

X — z — 



L 2 



TI + S J 



n 2c+l 2c + l , . ^ ^ 
onde estão explícitos os poios — ^ — % e ^ — da tuncçao tang^. 



Da primeira das fórmulas precedentes resulta a seguinte : 



tang z -- 



8z_ 

x2 lZo{2c+lf ' 'x2 ,ro(2c + l) 



22^2 ^ ] 



,+...} 



da qual se deduz, comparando-a com o desenvolvimento de tang^ precedentemente escripto, 
a relação 

2(2772)! "" "^'"-'"cio (2c + 1)2- 
Dos desenvolvimentos de cot^ e tang^ deduz-se, por meio da relação 

2 sec 2 = cot -^-2 + tang -^ 2^ 

uu 
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já anteriormente empregada, o desenvolvimento 

1 ^ 2z 

cosec^ = S ( — 1 )^ ^ o. r' 

e d'este tira-se, mudando 2 em -^ — z, o desenvolvimento de secs: 



V f 2c+l 



4 
Este ultimo desenvolvimento dá este outro : 

4 



sec^ = - 



CO 1 92 ^2 1 "1 



por meio do qual e de um outro desenvolvimento da mesma funcção, anteriormento escripto, 
se deduz a relação 

m.SmTP^ CO 1 

% .c^sm ^ y r— IV — 

22(^'^+i) (2m) ! ,^0^ "^ (2c + 1)2^+1 

1^8. Theoeema de Mittag-Leffler. — Sendo dadas as quantidades «i, «2, (^z^ ct^j • • •? 
a^^ ..., collocadas segundo a ordem crescente dos seus módulos e satisfazendo á condição 

Hm I «c I = GO, 6 se?2(íí> dadas as funcçoes 

c=oo 



\z — ai/ \z — a^/ \z — ac. 

que são da forma (2), é sempre possivel formar uma funcção f (z) da forma 

c=i L \z — ac/ J 

^we seja regular em todos os pontos do plano ^ differ entes de ai.^ «2, • . •? cí^ • • •? ^ ^^ ^^^^ 
estes pontos sejam pólos ou pontos singulares essenciaes. 

Reciprocamente^ toda a funcção /i (2;) regular em todo o plano ^ excepto nos pontos ai^ 
ÍZ2, . . ., «c^ . . ., que são pólos ou pontos singulares essenciaes^ pôde ser reduzida á forma 

/i(.)=cp(.)+s k(-i--)+p,(.) 

onde (f(z) representa uma funcção inteira de z[^). 



i^) Mittag-Leffler : — Sur la représentation analytique des fonctions monogenes uniformes (Acta Mathe- 
matica^ tom. iv). 
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Por ser uniformemente convergente a serie 



\z—acj ac \ aj a\ \ a,) 

quando z é dififerente de «c^ e por ser cada termo doesta serie susceptível de ser desenvol- 



vido em serie ordenada segundo as potencias de z, quando é 
tude do theorema do n.^ 163, 



!<£<!, teremoS; em vir- 



(A) 



quando é 



G. 



^ USÁ^Í^.,, 



P — (^J k=0 \ «< 



<£<1. 



c 



Consideremos agora, como no n.^ 171, uma serie de quantidades positivas si, S2, ..., 

00 

£c^ . . ., taes que a somma Ssc seja convergente, e dêmos a m^ um valor tão grande que seja 

1 



(B) 






<^c, 



qualquer que seja o valor que se attribua a z^ que satisfaça á condição 
e sempre possivel, por 
minada pela condição 

s F. (.), F, (.) = Go (-J—) - "è Aj;) tí 



< £ < 1, o que 



e sempre possivel, por ser uniformemente convergente a serie (A) na região do plano deter- 

<£. A somma 



satisfaz ás condições do theorema enunciado, isto é, representa a funcção /(2), como vamos 
ver. 

Seja Zq um ponto do plano, diíferente dos pontos ai, «2, etc, e p uma quantidade positiva 

00 

tão pequena quanto se queira. Por ser lim [ «c | = go e por ser convergente a serie S s^j é sem- 

C=co 1 

pre possivel dar a ci um valor tão grande que as desegualdades 



<£, S£í<â 
t=c 



sejam satisfeitas ao mesmo tempo por todos os valores de c superiores a ci, na região do 
plano determinada pela condição \z — Zq\^p^ qualquer que seja^. 
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D'estas desegualdades e da desegualdade (B) conclue-se que a desegualdade 

<8 



c4-p 
t=c 



ou (form. A) 



k^mc + l ^^^i 



c-\-p 

s lFí(2)l<ã 



é também satisfeita pelos valores de c superiores a ci, na região do plano determinada pela 
condição \z--Zq\~Pç. 

00 

Logo a serie S Fc(z) é uniformemente convergente na região definida pela condição 

Posto isto, como Zq é diíferente de a^^ supponliamos que se dá a p um valor tão pequeno 
que seja \z — ZQ\<\z~ac\o O segundo membro da egualdade 



\Z Clc/ t=^i Zq — CÍq 

é susceptível (n.° 163) de ser desenvolvido em serie ordenada segundo as potencias de ^ — Zq 
na região do plano determinada pela condição \z — Zq\^ç] logo o mesmo acontece á funcção 
Fe {z), e temos (n.« 163) 

oo 
oo 

A funcção YiFc(z) é pois regular no ponto Zq, 
i 

Consideremos agora um ponto singular Uj da mesma funcção. Dando n^este caso a p um 
valor tão pequeno que na região determinada pela condição \z — aj\^p não exista outro ponto 
singular da funcção considerada, teremos 

oo 
C=l 

visto que o primeiro membro não tem o ponto singular a^; e portanto 

Logo aj é um pólo ou um ponto singular essencial da funcção SFc (z). 
Os pontos singulares ai, as, etc. da funcção que vimos de formar, são diíFerentes de 
zero. Para que O seja um ponto singular da funcção, de modo que na visinhança doeste 
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ponto tenhamos 
basta pôr 



Com eífeito, a funcçao 



/(2)=SF,(z) + Go'^ 



a,(l) = «, ^ ' 



Z — Zn 



»--«'„(,..^.| 



é (n.^ 163) regular na visinhança de qualquer ponto Zq diíferente de 0; e na visinhança do 

00 

ponto O a funcçao S F^ (^) é regular. 

C=i OO 

De tudo o que precede conclue-se que a funcçao E Fe (2;) tem' todas as propriedades enun- 

c=l 

ciadas na primeira parte do theorema de Mittag-Leííier, e representa portanto a funcção/(2;) 
que quer Íamos formar. ^ 

Para demonstrar a segunda parte, basta notar que a diíferença entre / (2) e H F^ (2) não 
tem pontos singulares, e portanto é egual a uma funcçao inteira ^(^z). 

179. Quociente de duas funcções inteiras. — Vimos já (n.° 168-7.°) que o quociente de 
duas funcções inteiras é regular em todo o plano, excepto nos pontos que são raizes do de- 
nominador, os quaes são pólos (n.® 175). A estas funcções é pois applicavel o theorema de 
Mittag-Leffler. 

Reciprocamente, toda a funcçao /i {z) regular em todo o plano, excepto nos pontos 
ai, «2, ..., a^^ ..., que são pólos, é o quociente de duas funcções inteiras. Com eífeito, 
chamando ^1, 722, etc. os expoentes dos factores (2 — ai)^', (2; — «2)^% etc. pelos quaes é 
necessário multiplicar /i {z) para fazer desapparecer os pólos, e construindo por meio do theo- 
rema de Weierstrass uma funcçao inteira cp^ (2;), cujas raizes sejam a^^ «2, etc. com os graus 
de multiplicidade ?2i, 912, etc, o producto de fi{z) por çp2 (i) é regular em todo o plano, e 
representa portanto uma funcçao inteira cpi {z). 



Para um estudo mais desenvolvido da theoria das funcções analyticas, da qual nos occuparemos outra 
vez no Calculo integral, para expor os methodos de Cauchy, consultem-se as obras seguintes : 

Forsyth : — Theory ofFunctions ofa complex variable. Cambridge, 1893*, Vivanti : — Teoria delle funzioni 
analitiche, Milano, 1901. 
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No fim do n,° 162 accrescentar as palavras seguintes: 
Da desegualdade (a) tira-se o theorema enunciado, fazendo tender o para zero. 



Hosted by 



Google 



